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Resumo
Embora em um sistema bidimensional com simetria cont´ınua na˜o haja
ordem de longo alcance para temperaturas finitas, o modelo XY 2D exibe
uma transic¸a˜o de fase de ordem infinita na˜o usual, associada com a dis-
sociac¸a˜o de defeitos topolo´gicos chamados de vo´rtices-inteiros, e que per-
tence a` classe de universalidade de Kosterlitz-Thouless (KT). O modelo
XY tridimensional exibe ordem de longo-alcance para baixas temperatu-
ras e, a` medida que a temperatura aumenta, passa para o estado desor-
denado atrave´s de uma transic¸a˜o ferromagne´tica usual. Generalizac¸o˜es
do modelo XY, incluindo competic¸a˜o entre um termo ferromagne´tico
e um nema´tico, foram introduzidas e estudadas por diversos autores.
Essas interac¸o˜es nema´ticas criam novas transic¸o˜es de fases e novos defei-
tos topolo´gicos, como vo´rtices semi-inteiros. Neste trabalho, para casos
particulares desses modelos generalizados, exploramos as classes de uni-
versalidade e os diagramas de fases em duas e treˆs dimenso˜es atrave´s
de simulac¸o˜es de Monte Carlo usando algoritmos de cluster em GPUs,
escalonamento de tamanhos finitos e ana´lise da helicidade. Em parti-
cular, encontramos que a competic¸a˜o entre os termos ferromagne´tico e
nema´tico da´ origem a novas linhas de transic¸a˜o que podem pertencer a
uma ampla gama de classes, desde a Kosterlitz-Thouless, 3dXY, Ising,
Potts com 3 estados e ate´ mesmo uma transic¸a˜o descont´ınua.
Palavras-chave: Modelo XY, transic¸a˜o Kosterlitz Thouless, simulac¸a˜o
de Monte Carlo.
Abstract
Although in a two-dimensional system with continuous symmetry there
is no long-range order at finite temperature, the 2D XY model exhibits
an unusual infinite order phase transition, associated with the unbin-
ding of topological defects called integer-vortices, which belongs to the
Kosterlitz-Thouless (KT) universality class. The three dimensional XY
model exhibits a ferromagnetic long-range order at low temperatures
and goes to the disordered state through a usual ferromagnetic transi-
tion. Generalizations of the XY model, including competition between
a ferromagnetic and a nematic-like term, have been introduced and stu-
died by many autors. These nematic-like interactions create new phase
transitions and new topologial defects, like half-integer-vortices. In this
work, for particular cases of these generalized models, we explore the
universality classes of the transitions and the phase diagrams in two and
three dimensions through Monte Carlo simulations using clusters algo-
rithms on GPUs, finite size scaling and helicity analysis. In particular,
we find that the competition between the ferromagnetic and nematic
terms gives origin to new transition lines that can belong to a wide spec-
trum of classes, ranging from Kosterlitz-Thouless, 3dXY, Ising, 3 states
Potts and even a discontinuous transition.
Keywords: XY model, Kosterlitz Thouless transition, Monte Carlo
simulation.
Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Na f´ısica, embora alguns sistemas compostos de muitas part´ıculas, como a´tomos ou
mole´culas, possam apresentar um conjunto de equac¸o˜es que descrevam o movimento
de cada uma de suas componentes, a resoluc¸a˜o dessas equac¸o˜es de movimento re-
sulta ser impratica´vel dado seu vasto nu´mero. A mecaˆnica estat´ıstica, por outro
lado, se propo˜e ao estudo de tais sistemas partindo de suas propriedades carac-
ter´ısticas microsco´picas para obter propriedades macrosco´picas. Isso e´ verificado
observando-se fenoˆmenos cr´ıticos como transic¸o˜es de fase, onde pequenas variac¸o˜es
na temperatura ou pressa˜o podem ocasionar uma completa modificac¸a˜o nas propri-
edades macrosco´picas observa´veis, tornando os detalhes microsco´picos irrelevantes.
Tais propriedades podem ser genericamente descritas por um conjunto de expoen-
tes cr´ıticos: distintos modelos, mas que possuam o mesmo conjunto de expoentes,
sa˜o ditos como pertencentes a` mesma classe de universalidade. As transic¸o˜es de
fase, por sua vez, podem ser classificadas de acordo com sua ordem. Sa˜o ditas de
primeira ordem ou descont´ınuas aquelas que apresentam uma descontinuidade na
primeira derivada da energia livre, como o paraˆmetro de ordem. Exemplos recor-
rentes sa˜o as passagens de so´lido para l´ıquido e de l´ıquido para vapor em flu´ıdos
como a a´gua. Neste caso, o paraˆmetro de ordem e´ a diferenc¸a entre as densidade
em cada fase que, na transic¸a˜o, possui uma descontinuidade. Quando o paraˆmetro
de ordem decresce continuamente a zero ao sistema se aproximar da transic¸a˜o, ela
e´ de segunda ordem ou cont´ınua. O modelo de Ising bidimensional e´ um exemplo,
a magnetizac¸a˜o, paraˆmetro de ordem para este caso, decresce continuamente a zero
quando o sistema passa do estado ordenado para o desordenado. Ale´m das transic¸o˜es
de segunda ordem cont´ınuas, existem aquelas de ordem infinita e na˜o associadas a`
quebra de simetrias, as quais sera˜o abordadas adiante.
Em sistemas ferromagne´ticos ou antiferromagne´ticos, a transic¸a˜o envolve a pas-
sagem de um estado desordenado de altas temperaturas para um de baixas tem-
peraturas ordenado, a partir do qual os spins adquirem uma orientac¸a˜o preferen-
cial ferromagne´tica ou antiferromagne´tica, respectivamente. Assim, spins vizinhos
7tendem a ter a mesma orientac¸a˜o no caso ferromagne´tico ou oposta no caso anti-
ferromagne´tico, ou seja, em ambos os casos temos ordem de curto alcance. Pore´m,
o que mede a ordem do sistema e´ o quanto os spins esta˜o correlacionados a longas
distaˆncias. Em sistemas desordenados, a correlac¸a˜o espacial decai exponencialmente
a zero para grandes distaˆncias. Pore´m, se decair a um valor constante e diferente
de zero, dizemos que sistema possui ordem de longo alcance. Quando decai como
uma lei de poteˆncia a zero, o sistema possui pseudo-ordem de longo alcance ou
ordem de quase-longo alcance. Em transic¸o˜es ferromagne´ticas, a ordem de longo al-
cance ocorre abaixo da temperatura cr´ıtica, enquanto que a pseudo-ordem acontece
exatamente nessa temperatura.
Mermim e Wagner [1] provaram que modelos bidimensionais de spins cont´ınuos
com fase angular perio´dica (grupo de simetria U(1)), isotro´picos e com interac¸o˜es
de curto alcance, sendo o modelo XY um exemplo, na˜o apresentam ordem de longo
alcance para qualquer temperatura finita, o que inviabiliza a existeˆncia de uma
transic¸a˜o ferromagne´tica. Pore´m, Kosterlitz e Thouless [2,3] mostraram, atrave´s da
teoria de grupo de renormalizac¸a˜o, a existeˆncia de uma transic¸a˜o de fase na˜o usual
e mediada pela dissociac¸a˜o de defeitos topolo´gicos chamados de vo´rtices. Apesar de
na˜o haver ordem de longo alcance mesmo para baixas temperaturas, ha´, entretanto,
uma pseudo-ordem onde a correlac¸a˜o espacial decai como uma lei de poteˆncia. Ou-
tro ponto interessante e´ que a transic¸a˜o KT e´ de ordem infinita, na˜o envolvendo,
portanto, quebras de simetrias em duas dimenso˜es. Por outro lado, no caso tridi-
mensional, o modelo XY apresenta uma transic¸a˜o de segunda ordem e o sistema
possui ordem de longo alcance na fase de baixas temperaturas [4].
Por ser o modelo bidimensional de spins cont´ınuos mais simples e, tambe´m,
o arque´tipo para o estudo da paradigma´tica transic¸a˜o KT mediada por defeitos
topolo´gicos [5], o modelo XY vem sendo amplamente estudado anal´ıtica e numerica-
mente ha´ mais de quatro de´cadas, mas ainda permanece sem soluc¸a˜o anal´ıtica. Ale´m
disso, possui uma ampla gama de aplicac¸o˜es como em He´lio superfluido [6,7], filmes
supercondutores [8], arranjos de junc¸o˜es Josephson [9, 10], ga´s de Coulomb [11] e
cristais l´ıquidos [12].
A transic¸a˜o KT e´ de grande importaˆncia, pois abrange muitos outros modelos
ale´m do XY. Esta´ presente mesmo em modelos com spins discretos [13–15] e com
antiferromagnetismo [16, 17], no modelo F de seis ve´rtices [18], assim como em
sistemas com interac¸o˜es de longo alcance em uma dimensa˜o [19]. Tambe´m foram
estudados modelos com diluic¸a˜o (remoc¸a˜o de conexo˜es da rede) por se aproximarem
de sistemas reais onde ha´ impurezas na˜o-magne´ticas [20, 21]. O que se verificou
e´ que a diluic¸a˜o favorece a formac¸a˜o dos vo´rtices e, consequentemente, aumenta
a desordem do sistema reduzindo a temperatura cr´ıtica de transic¸a˜o. Somado a
isso, foi mostrado que a transic¸a˜o deixa de existir quando o nu´mero de s´ıtios vazios
8se aproxima do limite de percolac¸a˜o da rede [21]. Outros modelos generalizam
o XY atrave´s da inclusa˜o de campos externos com alinhamento em distintos eixos
preferenciais [22,23] ou com a introduc¸a˜o de espac¸os curvil´ıneos servindo de base aos
spins [24], no u´ltimo caso, curvaturas extr´ınsecas podem ser encaradas como campos
externos que induzem ordem de longo alcance entre os spins destruindo a transic¸a˜o
KT. Ale´m disso, as mesmas ideias desenvolvidas por Kosterlitz e Thouless para
estudar superfluidos foram propostas para entender o processo de fusa˜o em sistemas
bidimensionais compostos por interac¸o˜es repulsivas entre discos duros [25–27].
Uma generalizac¸a˜o muito estudada do modelo XY e introduzida [28] para en-
tender o desacoplamento de vo´rtices semi-inteiros (half-vortices), inclui interac¸o˜es
nema´ticas, como termos harmoˆnicos no Hamiltoniano, que favorecem spins com di-
ferentes orientac¸o˜es [28–35]. Nesse modelo, novas fases termodinaˆmicas aparecem,
as quais possuem pseudo-ordem nema´tica de longo alcance, ale´m de transic¸o˜es em
diferentes classes de universalidade como Ising e Potts 3 estados. Tambe´m surgem
novos defeitos topolo´gicos como os ja´ mencionados vo´rtices fraciona´rios e paredes
de domı´nios [29]. Trabalhos recentes [35] exploraram outros casos para o termo
nema´tico, o resultado e´ que novas fases na˜o triviais e transic¸o˜es apareceram, pore´m
diversos pontos permaneceram em aberto o que, de certo modo, gerou algumas
cr´ıticas [36]. Ale´m do mais, esta classe de modelos, com interac¸o˜es ferromagne´ticas
e/ou antiferromagne´ticas, foi usada para modelar empacotamento de DNA [37], fa-
ses estruturais de pol´ımeros de cianeto [38,39] e part´ıculas auto-propelentes fora do
equil´ıbrio [40] com um similar, embora dinaˆmico, diagrama de fases.
O modelo se apresenta como uma fonte inesgota´vel de particularidades e pro-
priedades interessantes a serem compreendidas e e´, portanto, importante estuda´-lo
mais detalhadamente. O objetivo deste trabalho e´ aprimorar os resultados obtidos
para dois casos particulares desses modelos com interac¸o˜es nema´ticas iniciado por
Poderoso et al [35]. Para isso, utilizaremos me´todos de Monte Carlo com o uso
de algoritmos de clusters e simulac¸o˜es em GPUS, ale´m de escalonamento de tama-
nhos finitos. Com resultados para novos observa´veis e utilizando sistemas muito
maiores, portanto com maior precisa˜o, detalharemos os diagramas de fases presen-
tes na Ref. [35], assim como verificaremos as suposic¸o˜es feitas quanto a`s classes de
universalidade das transic¸o˜es. Ale´m disso, estenderemos os resultados para o caso
tridimensional, obtendo os diagramas e as classes de universalidade presentes.
Primeiramente, revisaremos o modelo XY original, a transic¸a˜o Kosterlitz-Thouless
assim como os modelos com interac¸o˜es nema´ticas ja´ estudados. Enta˜o, mostraremos
em seguida os novos resultados, as concluso˜es e as perspectivas do que ainda falta
ser compreendido.
Cap´ıtulo 2
O modelo XY
Neste cap´ıtulo abordaremos alguns aspectos ja´ bem estabelecidos do modelo XY em
duas e treˆs dimenso˜es. Apo´s introduzir o Hamiltoniano, abordaremos sucintamente
as propriedades de transic¸o˜es cont´ınuas e da transic¸a˜o Kosterlitz-Thouless bem como
alguns dos observa´veis do modelo que sera˜o relevantes nos pro´ximos cap´ıtulos, como
magnetizac¸a˜o, susceptibilidade e helicidade.
2.1 Introduc¸a˜o
O Hamiltoniano, para um sistema de spins restritos a girar no plano, e´ dado por
H = −J
∑
〈ij〉
cos(θi − θj) (2.1)
onde J = 1 e 〈ij〉 representa a soma sobre os primeiros vizinhos da rede. A orientac¸a˜o
dos spins e´ cont´ınua e 0 ≤ θ < 2π sendo que θi− θj e´, portanto, a diferenc¸a angular
entre os spins i e j. O Hamiltoniano (2.1) tende a alinhar seus spins e a energia sera´
mı´nima quando φ ≡ θi−θj = 0, ou seja, os spins sa˜o todos paralelos. Na fase de altas
temperaturas, os spins esta˜o orientados aleatoriamente, mas conforme resfriamos o
sistema, passam a se alinhar com seus vizinhos. A dimensa˜o do espac¸o determina
a natureza da transic¸a˜o de fase onde se tera´ o ordenamento dos spins em baixas
temperaturas, quando houver. No caso unidimensional, na˜o ha´ qualquer tipo de
ordem e muito menos uma transic¸a˜o de fase. Em duas dimenso˜es, os spins adquirem
uma pseudo-ordem ferromagne´tica de longo alcance em baixas temperaturas e a
transic¸a˜o de fase e´ do tipo Kosterlitz-Thouless. Em treˆs dimenso˜es, os spins possuem
ordenamento ferromagne´tico de longo alcance na fase de baixas temperaturas e
sofrem uma transic¸a˜o ferromagne´tica cont´ınua pertencente a` classe de universalidade
do modelo XY tridimensional. Essas transic¸o˜es sera˜o descritas na sequeˆncia.
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2.2 Transic¸o˜es cont´ınuas
Antes de discutirmos as caracter´ısticas das classes de universalidade Kosterlitz-
Thouless e 3dXY, e´ necessa´rio revisar as propriedades de transic¸o˜es cont´ınuas usuais.
Nessas transic¸o˜es, o comprimento de correlac¸a˜o diverge no ponto cr´ıtico, enquanto
o paraˆmetro de ordem e a energia va˜o a zero continuamente. Na regia˜o pro´xima
a` temperatura cr´ıtica, as propriedades do sistema podem ser descritas por leis de
poteˆncia caracterizadas pelos expoentes cr´ıticos de cada observa´vel, ou seja,
ξ ∼ t−ν (2.2a)
C ∼ t−α (2.2b)
m ∼ tβ (2.2c)
χ ∼ t−γ (2.2d)
sendo t ≡ (T −Tc)/Tc, T > Tc, a temperatura reduzida. Os observa´veis ξ, C, m e χ
sa˜o, respectivamente, o comprimento de correlac¸a˜o, calor espec´ıfico, magnetizac¸a˜o e
a susceptibilidade magne´tica associada.
Em simulac¸o˜es com sistemas finitos, o comprimento de correlac¸a˜o fica limitado
pelo tamanho linear, L, da rede. Como consequeˆncia, a susceptibilidade magne´tica
sera´ finita e apresentara´ picos na temperatura pseudo-cr´ıtica1 proporcionais a L−γ/ν .
Pore´m, utilizando escalonamento de tamanhos finitos (finite size scaling-FSS) se
pode mostrar [41] que
ξ = L1/νZ0(tL
1/ν) (2.3a)
C = Lα/νC0(tL
1/ν) (2.3b)
m = L−β/νM0(tL
1/ν) (2.3c)
χ = Lγ/νX0(tL
1/ν) (2.3d)
onde Z, C,M e X sa˜o func¸o˜es de escala universais. Desse modo, atrave´s de resulta-
dos em sistemas finitos, podemos obter uma estimativa dos expoentes cr´ıticos e da
temperatura de transic¸a˜o no limite termodinaˆmico.
2.3 Transic¸a˜o Kosterlitz-Thouless
Em duas dimenso˜es, o Hamiltoniano (2.1) na˜o apresenta ordem de longo-alcance nem
uma transic¸a˜o ferromagne´tica. Pore´m, ha´ um outro tipo de transic¸a˜o puramente
1 A` medida que o tamanho do sistema aumenta, a temperatura pseudo-cr´ıtica se aproxima a`
temperatura cr´ıtica do limite termodinaˆmico.
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topolo´gica denominada Kosterlitz-Thouless [2, 3]. A` diferenc¸a de spins discretos,
no caso cont´ınuo e´ poss´ıvel ter, com pouco custo energe´tico, um pequeno ∆θ entre
spins vizinhos, formando uma onda de spin (spin waves), como mostrado na Fig. 2.1.
Mesmo para baixas temperaturas, o sistema e´ dominado por essas excitac¸o˜es as
quais sa˜o responsa´veis pela destruic¸a˜o da ordem de longo-alcance e consequente
decaimento como lei de poteˆncia da correlac¸a˜o espacial entre os spins. Pore´m, elas
na˜o esta˜o relacionadas com a transic¸a˜o e na˜o possuem comportamento cr´ıtico para
qualquer temperatura.
Fig. 2.1: Configurac¸a˜o dos spins no modelo XY em T = 0.05 na rede quadrada. Mesmo
a essa temperatura muito baixa, o sistema possui flutuac¸o˜es que destroem a
ordem de longo alcance.
A` medida que a temperatura aumenta, criam-se excitac¸o˜es topolo´gicas onde os
spins formam pares de vo´rtices-antivo´rtices, como mostrado na figura 2.2, e que
sera˜o responsa´veis pela destruic¸a˜o da pseudo-ordem de longo alcance e consequente
transic¸a˜o de fase. Ao escolhermos uma trajeto´ria fechada sobre os s´ıtios da rede,
no sentido anti-hora´rio e ao redor de um vo´rtice (antivo´rtice), o valor da soma das
diferenc¸as de fase entre os spins e´ um mu´ltiplo inteiro positivo (negativo) de 2π,
denominado winding number, e que indica o nu´mero de voltas que o spin efetua ao
longo dessa trajeto´ria (ver apeˆndice B para mais detalhes).
Em completa analogia ao ga´s de Coulomb bidimensional, os defeitos topolo´gicos
podem ser encarados como cargas. Na fase de baixas temperaturas, pares de car-
gas de sinais opostos encontram-se acopladas e se aniquilam, mas, a` medida que a
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temperatura aumenta, tais pares se dissociam e o sistema entra na fase desordenada
em TKT ≃ 0.893 (para rede quadrada) [42]. O custo energe´tico para se criar um par
vo´rtice-antivo´rtice cresce logaritmicamente com a distaˆncia entre seus respectivos
centros, para baixas temperaturas, isso previne sua formac¸a˜o espontaˆnea e a energia
livre e´ alta e positiva. Pore´m, quanto maior a distaˆncia entre eles, maior a entropia
que eles adicionam no sistema, ja´ que aumenta o nu´mero de possibilidades onde eles
podem ser posicionados. Conforme a temperatura aumenta, o termo entro´pico faz a
energia livre diminuir e mudar de sinal em TKT, a partir do qual os vo´rtices se pro-
liferam e a func¸a˜o de correlac¸a˜o passa a decair exponencialmente com a distaˆncia.
Na Fig. 2.3 as densidades de vo´rtices e antivo´rtices podem ser vistas em func¸a˜o da
temperatura. Portanto, resumindo, a correlac¸a˜o entre os spins localizados em ri e
r0 obedece
〈si.s0〉 = 〈cos[θ(ri)− θ(r0)]〉 ∼
{
| r |−η(T ) se T < TKT
e−| r |/ξ se T > TKT
onde 〈...〉 significa uma me´dia te´rmica e r = |~ri − ~r0|. E´ importante notar que
Fig. 2.2: Exemplos de vo´rtices (c´ırculos azuis) e antivo´rtices (c´ırculos vermelhos) presen-
tes no modelo XY bidimensional na rede quadrada.
o expoente η e´ dependente da temperatura e seu valor, na transic¸a˜o, e´ η(TKT) =
1/4 [3]. Relembrando que em uma transic¸a˜o ferromagne´tica usual, esperamos que
na fase de baixas temperaturas a func¸a˜o de correlac¸a˜o decaia a um valor finito com a
distaˆncia, enquanto que na transic¸a˜o decaia a zero como uma lei de poteˆncia. Pore´m,
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no modelo XY bidimensional, a correlac¸a˜o decai como uma lei de poteˆncia para
qualquer temperatura abaixo da transic¸a˜o. Ale´m disso, de acordo com as Refs. [3,43],
o comprimento de correlac¸a˜o, quando a temperatura diminui, se aproximando de
T+
KT
, diverge como (singularidade essencial)
ξ ∼ eb/t
1/2
, b ≃ 1.5. (2.4)
Diferentemente das transic¸o˜es cont´ınuas usuais, Eq. (2.3), onde a divergeˆncia segue
uma lei de poteˆncia, para T < TKT, o comprimento de correlac¸a˜o e´ sempre infinito, o
que faz com que a susceptibilidade magne´tica tambe´m seja, pois χ ∼ ξ2−η(T ). Desse
modo, toda fase abaixo de TKT e´ cr´ıtica.
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Fig. 2.3: Densidade de vo´rtices e antivo´rtices em func¸a˜o da temperatura para diferentes
tamanhos. Abaixo de TKT, a densidade e´ baixa, mas apo´s a transic¸a˜o, os
vo´rtices se proliferam e ρv cresce rapidamente.
Como a magnetizac¸a˜o vai a zero e a susceptibilidade diverge para o modelo
XY bidimensional no limite termodinaˆmico, precisamos de outro observa´vel para
caracterizar a transic¸a˜o KT. Para tal, introduzimos a helicidade (helicity modulus),
que pode ser entendida como a resposta do sistema a um campo externo que exerc¸a
uma pequena torc¸a˜o em cada spin (ao contra´rio da susceptibilidade, que mede a
resposta da magnetizac¸a˜o ao se aplicar um campo externo uniforme). De acordo
com a definic¸a˜o nas Refs. [13,14,44], estamos interessados em medir o acre´scimo na
energia livre quando induzimos uma pequena diferenc¸a de fase nos spins ao longo
de uma direc¸a˜o, digamos xˆ, como mostrado na Fig 2.4. Ou seja, fazemos uma
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δx
L
Fig. 2.4: Ao aplicar uma torc¸a˜o nos spins na direc¸a˜o xˆ, a diferenc¸a de fase total δx esta´
uniformemente distribu´ıda de modo que cada spin esta´ defasado δx/L de seu
vizinho.
substituic¸a˜o no Hamiltoniano tal que
H(θi − θj)→ H(θi − θj − rij.xˆδx/L) (2.5)
sendo rij = xˆ e δx a soma total da diferenc¸a de fase dos spins na direc¸a˜o xˆ. Enta˜o,
o custo dessa torc¸a˜o na energia livre e´ dado por
∆F = F (δx)− F (0) (2.6)
onde F (δx) e F (0) representam as energias livres perturbada e na˜o-perturbada,
respectivamente. Pela simetria do Hamiltoniano (2.1) e devido ao fato do sistema
ser isotro´pico, podemos fazer a aproximac¸a˜o para δx pequeno
∆F ≈
δ2x
2!
∂2F
∂δ2x
∣∣∣∣
δx=0
+
δ4x
4!
∂4F
∂δ4x
∣∣∣∣
δx=0
, (2.7)
pois os termos ı´mpares sera˜o nulos
∂F
∂δx
∣∣∣∣
δx=0
=
∂3F
∂δ3x
∣∣∣∣
δx=0
= 0. (2.8)
Definimos a helicidade e a helicidade de quarta ordem como
〈Υ〉 ≡
∂2F
∂δ2x
∣∣∣∣
δx=0
(2.9)
〈Υ4〉 ≡
∂4F
∂δ4x
∣∣∣∣
δx=0
. (2.10)
Para um potencial dependente apenas da diferenc¸a angular entre os spins, de
acordo com a Ref. [44], essas expresso˜es podem ser descritas como (ver apeˆndice C)
〈Υ〉 = 〈e〉 − L2β〈s2〉, (2.11)
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〈Υ4〉 =
1
L2
〈e′′〉 − 4β〈s′′s〉 − 3β
[
〈Υ2〉 − 〈Υ〉2
]
+ 2β3L4〈s4〉, (2.12)
sendo
e ≡
1
L2
∑
〈ij〉x
∂2Uij(φ)
∂2φ
, (2.13)
s ≡
1
L2
∑
〈ij〉x
∂Uij(φ)
∂φ
(2.14)
e Uij(φ) a energia de ligac¸a˜o entre pares de spins vizinhos. As aspas se referem a`
derivada em relac¸a˜o a φ e 〈ij〉x e´ a soma sobre primeiros vizinhos apenas na direc¸a˜o
xˆ. Para o Hamiltoniano (2.1), a helicidade e´, portanto, medida como [4, 16, 45,46]
〈Υ〉 = −
1
2
〈u〉 −
β
L2
〈∑
〈ij〉x
sin(θi − θj)


2〉
, (2.15)
onde 〈u〉 e´ a energia interna por spin do sistema.
As equac¸o˜es obtidas atrave´s da teoria de grupo de renormalizac¸a˜o (RG) por
Kosterlitz e Thouless [3,47,48] para o modelo XY fornecem as propriedades cr´ıticas
para qualquer transic¸a˜o pertencente a` classe de universalidade KT. A temperatura
cr´ıtica TKT pode diferir para cada modelo, pore´m a quantidade
lim
L→∞
Υ(TKT)/TKT = 2/π (2.16)
e´ universal para todos os sistemas. Pelo fato de Υ(T+
KT
) = 0, nos referimos a` Eq. 2.16
como salto universal.
Na figura 2.5 temos a helicidade como func¸a˜o da temperatura para diferentes
tamanhos, ale´m da reta y = 2T/π. Para tamanhos finitos, o ponto onde a reta e
a helicidade se cruzam fornece um limite superior para o valor de TKT. A` medida
que o tamanho do sistema aumenta, vamos nos aproximando da temperatura cr´ıtica
real.
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Fig. 2.5: Helicidade para o modelo XY bidimensional na rede quadrada com condic¸o˜es
perio´dicas de contorno, Eq. (2.15), em func¸a˜o da temperatura para diferentes
tamanhos juntamente com a reta 2T/pi. Conforme L aumenta, o ponto de
cruzamento entre a reta e a helicidade converge para a temperatura cr´ıtica.
Weber e Minhagen [49] desenvolveram um me´todo para estimar TKT, levando
em conta correc¸o˜es de tamanho finito, que consiste em achar a temperatura que
minimiza o erro quadra´tico me´dio do ajuste dos dados com a expressa˜o
Υ(N) =
2T
π
(
1 +
1
2
1
lnL+ C
)
, (2.17)
sendo C um paraˆmetro livre. Quando consideramos os resultados da Fig. 2.5, para
os diferentes tamanhos, encontramos o menor erro para T ≃ 0.89, como mostrado
na figura 2.6. Logo, uma estimativa consistente com o valor conhecido de TKT.
Um problema resultante de sistemas finitos e´ que, mesmo para tamanhos grandes,
ainda na˜o e´ poss´ıvel observar a descontinuidade em 〈Υ〉. Recorremos, enta˜o, a`
helicidade de ordem mais alta, 〈Υ4〉, pois como o mı´nimo global em ∆F ocorre
quando todos os spins esta˜o alinhados, ou seja, quando δx = 0, disso decorre que
F (δx) ≥ F (0), e, portanto, ∆F ≥ 0. A partir do qual, conclu´ımos que se 〈Υ4〉
for menor do que zero para alguma temperatura, 〈Υ〉 apresentara´ um salto positivo
descont´ınuo para compensar e manter ∆F ≥ 0. Isso pode ser verificado na figura 2.7,
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Fig. 2.6: Erro quadra´tico me´dio do ajuste Eq. (2.17) em func¸a˜o da temperatura. O
mı´nimo ocorre em torno de T ≃ 0.89.
onde temos 〈Υ4〉 em func¸a˜o da temperatura para diferentes tamanhos. Conforme o
tamanho aumenta, a temperatura onde ocorre o pico negativo em 〈Υ4〉 se aproxima
de TKT. Desse modo, 〈Υ4〉 e´ mais um observa´vel u´til para identificar uma transic¸a˜o
KT e sua temperatura cr´ıtica.
Apesar de no limite termodinaˆmico na˜o haver ordem ferromagne´tica para qual-
quer temperatura finita, esta aparece para tamanhos finitos. E definimos a magne-
tizac¸a˜o espontaˆnea como m = 1/N
∑
imi, cujo mo´dulo e´
m =
1
N
∣∣∣∣∣
∑
j
exp(iθj)
∣∣∣∣∣ = 1N
√√√√(∑
j
cos θj
)2
+
(∑
j
sin θj
)2
(2.18)
e a respectiva susceptibilidade e´ dada por
χ = βN(〈m2〉 − 〈m〉2). (2.19)
Embora na˜o possamos utilizar as expresso˜es (2.3) de escalonamento de tamanhos
finitos no modelo XY 2d, e´ poss´ıvel mostrar que na fase de baixas temperaturas a
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Fig. 2.7: (Helicidade de quarta ordem para o modelo XY, Eq. (2.12), em func¸a˜o da
temperatura para diferentes tamanhos. A` medida que o tamanho aumenta, o
pico negativo diminui sua profundidade e se aproxima de TKT ≃ 0.893.
raza˜o entre os expoentes cr´ıticos e´ bem definida e a magnetizac¸a˜o e a susceptibilidade
escalam com o tamanho do sistema de acordo com
m ∝ L−β/ν e χ ∝ Lγ/ν , (2.20)
onde, exatamente na transic¸a˜o, β/ν = 1/8 e γ/ν = 7/4, ou seja, a mesma raza˜o
entre expoentes do modelo de Ising 2d. Pore´m, o que diferencia uma transic¸a˜o tipo
KT da tipo Ising e´ que na fase de baixa temperatura KT tambe´m ha´ FSS, todavia,
com expoentes cr´ıticos na˜o-universais, ao contra´rio da transic¸a˜o Ising que, como
toda transic¸a˜o cont´ınua, possui tal comportamento apenas na regia˜o cr´ıtica.
Nas figuras 2.8 e 2.9 temos a magnetizac¸a˜o e a susceptibilidade como func¸o˜es
da temperatura para diferentes tamanhos da rede. A` medida que aumentamos o
tamanho do sistema, a magnetizac¸a˜o se aproxima de zero, indicando que no limite
termodinaˆmico sera´ nula, exceto em T = 0, onde temos todos os spins alinhados. Ja´
o pico na susceptibilidade cresce de acordo com o escalonamento em (2.20). Tambe´m
podemos notar que ela cresce na fase de baixas temperaturas, pore´m, com expoentes
na˜o-universais.
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Fig. 2.8: Magnetizac¸a˜o no modelo XY bidimensional, Eq. (2.18), para diferentes tama-
nhos (L) do sistema. As curvas decaem com o tamanho para qualquer tempe-
ratura finita.
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Fig. 2.9: Susceptibilidade magne´tica do modelo XY, Eq. (2.19), para diferentes tamanhos
do sistema. Para T < TKT, as curvas sobem e o pico se desloca para esquerda
a` medida que o tamanho do sistema aumenta.
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2.4 Modelo XY tridimensional
O modelo XY em treˆs dimenso˜es apresenta uma magnetizac¸a˜o espontaˆnea na˜o-nula
para baixas temperaturas no limite termodinaˆmico. A` medida que a temperatura
aumenta, o sistema sofre uma transic¸a˜o cont´ınua para um estado desordenado em
Tc ≃ 2.2018 [50–52]. Ale´m disso, para baixas temperaturas, a correlac¸a˜o espacial
entre os spins decai a um valor na˜o-nulo
〈si.s0〉 ∼ e
−const.T ,
quando r →∞. Isso indica que o sistema possui ordem de longo-alcance e um certo
grau de alinhamento entre os spins. Logo, e´ poss´ıvel utilizar todas as ferramentas
de escalonamento finito Eq.(2.3), invia´veis para o caso bidimensional, o que torna o
modelo mais simples de ser estudado.
Nas Figs. 2.10 e 2.11 temos, respectivamente, a magnetizac¸a˜o e a correspondente
susceptibilidade magne´tica como func¸o˜es da temperatura. Ao contra´rio do modelo
XY2d, a magnetizac¸a˜o so´ escala com o tamanho na regia˜o cr´ıtica no entorno da
transic¸a˜o, sendo m ∝ L−β/ν com β/ν ≃ 0.2653 [50–52]. Da mesma forma, a suscep-
tibilidade so´ escala na regia˜o cr´ıtica de acordo com χ ∝ L−γ/ν , sendo γ/ν = 1.9638.
A helicidade, Eq. (2.15), tambe´m e´ um observa´vel u´til no caso tridimensional [46,
50,52,53] e seu comportamento na regia˜o cr´ıtica e´ dado por uma lei de poteˆncia tal
como os observa´veis para transic¸o˜es cont´ınuas Eq. (2.2)
Υ ∼ tυ (2.21)
onde υ e´ o expoente cr´ıtico associado. Podemos construir uma func¸a˜o de escala
universal de modo que
Υ(T, L) = L−υ/νU0(tL
1/ν), (2.22)
pore´m, de acordo com a lei de escala υ/ν = d − 2 = 1 [46, 50], a quantidade
LΥ(T, L) = U0(0) deve ser independente do tamanho do sistema no ponto de
transic¸a˜o. A Fig. 2.12 mostra a helicidade reescalada como func¸a˜o da tempera-
tura, com as curvas para diferentes tamanhos cruzando em Tc ≃ 2.203, um valor
consistente com a melhor estimativa da temperatura cr´ıtica [51].
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Fig. 2.10: Magnetizac¸a˜o no modelo XY tridimensional, Eq. (2.18), em func¸a˜o da tem-
peratura para diferentes tamanhos do sistema. A magnetizac¸a˜o so´ escala na
regia˜o cr´ıtica.
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Fig. 2.11: Susceptibilidade magne´tica para modelo XY tridimensional, Eq. (2.19), em
func¸a˜o da temperatura para diferentes tamanhos do sistema. O pico se desloca
para esquerda a` medida que o tamanho do sistema aumenta. Ao contra´rio do
caso bidimensional, as curvas escalam somente na regia˜o cr´ıtica.
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Fig. 2.12: Mo´dulo da helicidade no modelo XY tridimensional, Eq. (2.15), em func¸a˜o
da temperatura para diferentes tamanhos do sistema. Em Tc ≃ 2.203, a
quantidade ΥL independe do tamanho do sistema.
Cap´ıtulo 3
Modelo XY Generalizado
Para explorar a possibilidade de outros defeitos topolo´gicos e o resultado da com-
petic¸a˜o destes com os pares vo´rtices-antivo´rtices presentes no modelo XY, estudamos
o Hamiltoniano Eq. (2.1) acrescido de um termo tipo nema´tico
H = −
∑
〈ij〉
[∆ cos(θi − θj) + (1−∆) cos(qθi − qθj)] (3.1)
sendo q um inteiro positivo e 0 ≤ ∆ ≤ 1. Atrave´s do paraˆmetro de acoplamento
∆, estabelecemos o peso do termo ferromagne´tico frente ao nema´tico, onde o u´ltimo
favorece spins com uma diferenc¸a de fase 2kπ/q, com k ≤ q, sendo k um inteiro.
Se ∆ = 1 ou q = 1, reca´ımos no modelo XY original. Quando ∆ = 0, temos um
sistema puramente nema´tico e invariante sob rotac¸o˜es θi → θi + 2π/q. Se fizermos
uma transformac¸a˜o tal que θi = qθi, recuperamos a simetria original do modelo XY
θi → θi + 2π, (3.2)
enta˜o, a func¸a˜o de partic¸a˜o para os dois modelos sera´ a mesma. Consequentemente,
teremos a mesma temperatura cr´ıtica TKT ≃ 0.893 do modelo XY. Dessa maneira,
e´ interessante saber quais sa˜o os efeitos de considerar a competic¸a˜o entre os dois
termos, ou seja, 0 < ∆ < 1.
3.1 Caso bidimensional com q = 2
Para o Hamiltoniano generalizado (3.1), no caso q = 2, o termo nema´tico favorece
tanto spins paralelos quanto antiparalelos, ou seja, defasados por π. Este caso
particular foi extensivamente estudado em duas dimenso˜es por diversos autores [28–
33, 54]. Os principais resultados sa˜o mostrados no diagrama de fases da Fig. 3.1,
com os pontos obtidos na Ref. [54]. As linhas separando as fases pseudo-ordenadas
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F e N da fase paramagne´tica P foram obtidas por meio da helicidade, enquanto a
linha separando as fases F e N foi obtida por meio dos picos no calor espec´ıfico
C(T ) = β2
(
〈E2〉 − 〈E〉2
)
. (3.3)
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Fig. 3.1: Diagrama de fases para q = 2 [54]. Fase F, pseudo-ordem ferromagne´tica. Fase
N, pseudo-ordem nema´tica. Fase P, paramagne´tica. Ponto multicr´ıtico em
∆ ≃ 0.3. As setas representam as orientac¸o˜es preferenciais dos spins em cada
fase.
Para altas temperaturas, na fase paramagne´tica P, o estado de equil´ıbrio e´ de-
sordenando. Conforme diminu´ımos a temperatura, o diagrama se bifurca em duas
fases que dependem do valor de ∆. Na regia˜o F, temos a fase pseudo-ferromagne´tica
do modelo XY convencional e sua transic¸a˜o para a fase P pertencendo a` classe de
universalidade KT1. Para ∆ . 0.3, surge a fase nema´ticaN, na qual os spins teˆm ori-
entac¸a˜o preferencial antiparalela. Como na fase F, tambe´m na˜o ha´ ordenamento de
longo alcance para qualquer temperatura finita, por isso denominamos a fase como
1 Na Ref. [55] ha´ uma reivindicac¸a˜o de que a linha F-N se estende para ale´m do ponto mul-
ticr´ıtico.
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pseudo-nema´tica, devido a` pseudo-ordem de longo alcance. Ale´m disso, aparecem
novas excitac¸o˜es, como paredes de domı´nios e vo´rtices semi-inteiros, mostradas na
figura 3.2. A primeira e´ caracter´ıstica do modelo de Ising 2D, enquanto a segunda
e´ ana´loga aos vo´rtices inteiros do modelo XY usual, pore´m, ao fazermos uma tra-
jeto´ria englobando um semi-vo´rtice (semi-anti-vo´rtice), a soma das diferenc¸as de
fase entre os spins sera´ um mu´ltiplo de π (−π). A transic¸a˜o de N para P tambe´m
pertence a` classe de universalidade KT e esta´ associada a` dissociac¸a˜o de pares de
vo´rtices-antivo´rtices semi-inteiros, onde a func¸a˜o de correlac¸a˜o passa a decair ex-
ponencialmente com a distaˆncia. Na passagem da fase N para a F, os spins sa˜o
forc¸ados a se orientar em um dos dois semiplanos, ha´, portanto, uma quebra na
simetria de reflexa˜o e, como consequeˆncia, a transic¸a˜o pertence a` classe de universa-
lidade Ising 2d. Tambe´m existe uma troca no tipo de carga topolo´gica, os pares de
vo´rtices inteiros se desacoplam dando lugar aos pares de semi-vo´rtices unidos pela
parede de domı´nio. Resultados semelhantes tambe´m foram obtidos em simulac¸o˜es
na rede triangular [32].
De acordo com as simetrias das poss´ıveis fases do Hamiltoniano (3.1), precisamos
generalizar a magnetizac¸a˜o, Eq. (2.18), para medir a ordem relevante para cada
escolha do paraˆmetro nema´tico q e, consequentemente, identificar outras poss´ıveis
transic¸o˜es de fase. Assim, a magnetizac¸a˜o generalizada e´ dada por
mk =
1
N
∣∣∣∣∣
∑
j
exp(ikθj)
∣∣∣∣∣ = 1N
√√√√(∑
j
cos(kθj)
)2
+
(∑
j
sin(kθj)
)2
(3.4)
e as respectivas susceptibilidades
χk = βN(〈m
2
k〉 − 〈mk〉
2), (3.5)
onde k = 1, . . . , q.
Na fase paramagne´tica, como o sistema e´ desordenado, m1 = m2 = 0. Ao entrar
na fase N com pseudo-ordem nema´tica, m2 6= 0, e, devido ao fato de as projec¸o˜es
em cada semiplano se cancelarem, m1 = 0. Diminuindo ainda mais a temperatura,
entramos na fase F, onde m1 6= 0 e m2 6= 0. Ao fazermos FSS nas transic¸o˜es
F-N e N-P, encontramos que m1,2 ∝ L
−1/8 e χ1,2 ∝ L
7/4. Nas figuras 3.3 e 3.4,
mostramos a magnetizac¸a˜o e susceptibilidade para ∆ = 0.25. Podemos ver que m1
tem comportamento caracter´ıstico de uma transic¸a˜o tipo Ising, onde a magnetizac¸a˜o
cai rapidamente a zero, diferentemente de m2 que, por ser da classe KT, possui
comportamento semelhante a` magnetizac¸a˜o da figura 2.8.
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Fig. 3.2: Semi-vo´rtices (c´ırculos verdes) e semi-antivo´rtices (c´ırculos verde-claros) para
o caso puramente nema´tico (∆ = 0) com q = 2. A configurac¸a˜o foi obtida
apo´s um resfriamento para T = 0 vindo de T → ∞, de forma que o sis-
tema ainda encontra-se fora do equil´ıbrio termodinaˆmico. De modo ana´logo
aos vo´rtices-antivo´rtices que se dissociam na transic¸a˜o F-P, o par semi-vo´rtice
e semi-antivo´rtice se dissocia na transic¸a˜o N-P. Observando-se cuidadosamente
se pode verificar que paredes de domı´nio unem os pares de cargas opostas (em-
bora no modelo de Ising 2d as paredes formam caminhos fechados, aqui esta˜o
limitadas entre os pares).
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Fig. 3.3: Magnetizac¸a˜o para o modelo XY bidimensional generalizado com q = 2 e ∆ =
0.25. Para a curva m1, na transic¸a˜o tipo Ising, temos Tc ≃ 0.54, enquanto que
para a curva m2, na transic¸a˜o tipo KT, temos TKT ≃ 0.74.
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Fig. 3.4: Susceptibilidade correspondente a` m2 para o caso q = 2 e ∆ = 0.25. Da
mesma maneira que χ1 no modelo XY normal, χ2 tambe´m escala para baixas
temperaturas com expoentes na˜o-universais.
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3.2 Caso tridimensional com q = 2
O diagrama de fases para o caso tridimensional com q = 2 pode ser visto na Fig. 3.5.
Nas fases F eN, o sistema possui ordens de longo-alcance ferromagne´tica e nema´tica,
respectivamente. As transic¸o˜es dessas fases com a paramagne´tica pertencem a` classe
de universalidade do modelo XY tridimensional. O diagrama e´ similar ao caso
bidimensional, pore´m o ponto multicr´ıtico esta´ em ∆ ≃ 0.4 e a transic¸a˜o F-N
pertence a` classe de universalidade do modelo de Ising tridimensional [33]. Nos
extremos ∆ = 1 e ∆ = 0 temos a temperatura cr´ıtica Tc ≃ 2.2018 do modelo XY3d.
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Fig. 3.5: Diagrama de fase para o caso tridimensional com q = 2. As linhas foram obtidas
atrave´s dos picos no calor espec´ıfico para L = 16. O ponto multicr´ıtico ocorre
em ∆ ≃ 0.4. As setas representam as orientac¸o˜es preferenciais dos spins em
cada fase.
3.3 Caso bidimensional com q = 3
Recentemente, Poderoso et al [35] estudaram o modelo para q = 3. Como mostrado
na Fig. 3.6, o diagrama de fases esquema´tico obtido e´ bastante similar ao caso q = 2.
Na fase nema´tica, pore´m, ha´ uma orientac¸a˜o preferencial entre spins defasados por
π/3 e a transic¸a˜o entre as fases F e N, ao inve´s de estar na classe de universalidade
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do modelo de Ising 2d, agora pertence a` classe de universalidade do modelo de Potts
2d com treˆs estados.
As linhas no diagrama da Fig. 3.6 foram obtidas analisando-se os picos no calor
espec´ıfico. Por hipo´tese e analogia com o caso q = 2, as transic¸o˜es das fases pseudo-
ordenadas a` fase paramagne´tica foram tidas como pertencentes a` classe de universali-
dade KT. Pore´m, sem a apresentac¸a˜o de evideˆncias conclusivas, isso gerou algumas
cr´ıticas [36] posteriormente removidas com os novos resultados das Refs. [56, 57].
Durante o mestrado [57], nosso objetivo foi dar suporte a essa suposic¸a˜o com uma
ana´lise detalhada das transic¸o˜es, utilizando escalonamento de tamanhos finitos bem
como os novos resultados fornecidos pela helicidade. Como parte dos resultados,
assim como a publicac¸a˜o dos mesmos [58], foram feitos durante o desenvolvimento
desta tese, no pro´ximo cap´ıtulo mostraremos, portanto, uma s´ıntese dos resulta-
dos obtidos para o caso q = 3 bidimensional e a extensa˜o dos mesmos para o caso
tridimensional.
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Fig. 3.6: Diagrama de fase esquema´tico para q = 3 [35]. As linhas sa˜o apenas guias para
os olhos. O ponto multicr´ıtico ocorre em ∆ ≃ 0.4. As setas representam as
orientac¸o˜es preferenciais dos spins em cada fase.
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3.4 Caso bidimensional com q = 8
Na Ref. [35], tambe´m foi estudado o caso q = 8. Em contraste com os casos anteri-
ores, para q = 8, o diagrama de fases mostrado na Fig. 3.7 e´ totalmente diferente.
A competic¸a˜o entre os termos ferromagne´tico e nema´tico leva a` criac¸a˜o de duas no-
vas fases ferromagne´ticas F1 e F2 ale´m da fase ferromagne´tica usual F, e o ponto
multicr´ıtico se desloca para ∆ ≃ 0.5. Na fase N, ha´ uma pseudo-ordem nema´tica
de longo-alcance com oito direc¸o˜es preferenciais entre os spins. As fases F2, F1 e
F possuem pseudo-ordem ferromagne´tica de longo-alcance, as setas no diagrama
Fig. 3.7 da˜o uma noc¸a˜o de como sa˜o as orientac¸o˜es preferenciais entre os spins em
cada fase.
Ainda de acordo com a Ref. [35], as transic¸o˜es N-F2 e F2-F1 foram tidas como
pertencentes a` classe de universalidade Ising 2d, pore´m as evideˆncias na˜o foram con-
clusivas devido aos pequenos tamanhos utilizados nas simulac¸o˜es. Ale´m disso, foi
suposto que as transic¸o˜es UF-F2 e UF-F1 pertenceriam a` classe de universalidade
KT valendo-se do fato de que o escalamento da susceptibilidade dentro dessas fases
e´ na˜o-universal e assume o expoente γ/ν = 1.75 exatamente no ponto cr´ıtico. Con-
tudo, isso tambe´m virou alvo de cr´ıticas (as mesmas do caso q = 3, Ref. [36]). Por-
tanto, este trabalho tambe´m tem por objetivo um estudo detalhado das transic¸o˜es
supostamente pertencentes a` classe KT por meio da helicidade, o observa´vel mais
adequado nesse caso, assim como, para as transic¸o˜es cont´ınuas, fornecer resulta-
dos mais precisos e para sistemas maiores que possam confirmar suas classes de
universalidade. Ademais, estender os resultados para treˆs dimenso˜es.
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Fig. 3.7: Diagrama de fase esquema´tico para o caso bidimensional com q = 8 [35]. As
linhas sa˜o apenas guias para os olhos e foram obtidas atrave´s dos picos no calor
espec´ıfico. O ponto multicr´ıtico ocorre em ∆ ≃ 0.5. As setas representam as
orientac¸o˜es preferenciais dos spins em cada fase.
Cap´ıtulo 4
Resultados: q = 3
Discutiremos neste cap´ıtulo os novos resultados encontrados para a helicidade, mag-
netizac¸a˜o e susceptibilidade magne´tica para o caso q = 3 em duas e treˆs dimenso˜es.
No caso bidimensional, o objetivo e´ obter um diagrama de fases mais detalhado e com
maior precisa˜o, ale´m de mostrar evideˆncias so´lidas quanto a` classe de universalidade
KT das transic¸o˜es entre as fases pseudo-ordenadas e a paramagne´tica. Tambe´m em
treˆs dimenso˜es, obter o diagrama de fases e determinar a natureza de cada transic¸a˜o.
Os dados foram obtidos atrave´s de me´todos de Monte Carlo utilizando o algoritmo
de cluster de Wolff [59] e do algoritmo de Metropolis single-flip [41], que e´ menos
eficiente neste problema. No intuito de obter resultados para sistemas maiores e com
maior precisa˜o, tambe´m implementamos o algoritmo de Swendsen-Wang [60] na lin-
guagem CUDA (Compute Unified Device Architecture) para simulac¸o˜es em GPU
(Graphics Processing Unit). Todos os resultados sa˜o para a rede quadrada no caso
bidimensional e rede cu´bica no tridimensional, ambas com condic¸o˜es perio´dicas de
contorno. Os detalhes das simulac¸o˜es e implementac¸o˜es dos algoritmos se encontram
no apeˆndice A.
4.1 Caso bidimensional
Antes de apresentar os resultados para a helicidade, Eq. (2.15), precisamos estendeˆ-
la para o modelo XY generalizado. Tomamos as derivadas da energia de ligac¸a˜o
entre pares de spins de acordo com o Hamiltoniano Eq. (3.1)
U ′ij ≡
∂Uij
∂φ
= ∆sin(φ) + (1−∆)q sin(qφ) (4.1)
e
U ′′ij ≡
∂2Uij
∂φ2
= ∆cos(φ) + (1−∆)q2 cos(qφ), (4.2)
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onde φ ≡ θi − θj. Utilizando as Eqs. (2.13) e (2.14), identificamos
〈e〉 =
1
N
〈∑
〈ij〉x
[
∆cos(φ) + q2(1−∆) cos(qφ)
]〉
(4.3)
e
〈s2〉 =
1
N
〈∑
〈ij〉x
[∆ sin(φ) + (1−∆)q sin(qφ)]


2〉
. (4.4)
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Fig. 4.1: Vorticidade e erro, Eq. (4.7), (no detalhe) como func¸o˜es da temperatura para
∆ = 0.25. O menor erro ocorre em T = 0.671, onde A ≃ 8.966.
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Fig. 4.2: Vorticidade e erro, Eq (4.7), (no detalhe) como func¸o˜es da temperatura para
∆ = 0.7. O menor erro ocorre em T = 0.748, onde A ≃ 0.992.
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Fig. 4.3: Helicidade em func¸a˜o da temperatura em ∆ = 0.25 (acima) e ∆ = 0.7 (abaixo)
para diferentes tamanhos. As linhas cont´ınuas sa˜o 18T/pi (acima) e 2T/pi
(abaixo).
Para estimar a temperatura da transic¸a˜o KT do modelo XY generalizado, in-
clu´ımos um paraˆmetro adicional a` expressa˜o (2.16), como na Ref. [54]. Assim
lim
L→∞
Υ(TKT) =
2TKT
λ2π
(4.5)
onde o fator λ e´ chamado de vorticidade e esta´ relacionado com a carga do defeito
topolo´gico presente em uma determinada fase. Para ∆ = 1 (modelo XY usual),
na transic¸a˜o F-P, recuperamos a condic¸a˜o do salto universal, Eq. (2.16), quando
λ = 1. Quando ∆ = 0 (modelo puramente nema´tico), na transic¸a˜o N-P, a helici-
dade nos fornece q2TKT como temperatura cr´ıtica, enta˜o normalizamos a Eq. (2.16)
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multiplicando-a por q2 de modo a recuperar a temperatura cr´ıtica KT. Dessa ma-
neira, extrapolamos a Eq. (4.5) para a regia˜o 0 < ∆ < 1, onde λ depende da
fase em que se encontra o sistema. Para o caso q = 2, na Ref. [54], λ = 1/2 na
transic¸a˜o N-P, o que esta´ associado ao desacoplamento dos pares semi-vo´rtices e
semi-antivo´rtices. Assim, na transic¸a˜o N-P para q = 3, supomos que λ = 1/3. Na
transic¸a˜o F-P, independentemente do valor de q, fazemos a suposic¸a˜o de que λ = 1
devido ao desacoplamento dos vo´rtices inteiros.
A validade da expressa˜o (4.5) pode ser testada com um paraˆmetro extra de ajuste
na func¸a˜o (2.17)
Υ(N) =
2TA
π
(
1 +
1
2
1
logL+ C
)
, (4.6)
de modo que A nos fornece informac¸o˜es sobre a vorticidade do sistema, ou seja,
A = 1/λ2. Ao fazer o ajuste com a func¸a˜o (4.6) para diferentes temperaturas
pro´ximas a` transic¸a˜o e utilizando todo o conjunto de tamanhos do sistema, obtemos
os paraˆmetros de ajuste A(T ) e C(T ). Enta˜o, procuramos pela temperatura que
minimize o erro quadra´tico normalizado
ε =
∑
i
(
Υ(T, Li)−Υfit(T, Li)
σ(T, Li)
)2
, (4.7)
onde σ(T, Li) =
√
〈Υ2〉 − 〈Υ〉2. Ou seja, o erro mede o quanto os dados Υ(T, Li)
se distanciam do valor da helicidade fornecido pelo ajuste Υfit(T, Li). Uma vez
obtida a temperatura que minimize esse erro, simultaneamente encontramos o valor
da vorticidade devido a` sua correlac¸a˜o com a temperatura. Isso e´ evidente nas
figuras 4.1 e 4.2, onde temos a vorticidade em func¸a˜o da temperatura para ∆ = 0.25
e ∆ = 0.7, respectivamente. Tambe´m mostramos, no detalhe de cada figura, a
dependeˆncia do erro da expressa˜o (4.7) em func¸a˜o da temperatura.
Para ∆ = 0.25, o menor erro ocorre em T = 0.671, o que nos fornece A ≃ 8.966.
Para ∆ = 0.7, o menor erro ocorre em T = 0.748, o que resulta em A ≃ 0.992.
Portanto, dentro dos limites da precisa˜o dos dados, os valores da vorticidade esta˜o
pro´ximos aos esperados para as transic¸o˜es N-P e F-P, ou seja, 1/λ2 = 9 e 1,
respectivamente.
Na Fig. 4.3, mostramos a helicidade como func¸a˜o da temperatura para ∆ = 0.25
(acima) e ∆ = 0.7 (abaixo). Tambe´m inclu´ımos as retas 18T/π e 2T/π relacionadas,
respectivamente, aos defeitos topolo´gicos com carga λ = 1/3 e 1. Conforme o
tamanho do sistema aumenta, o ponto de intersecc¸a˜o de cada reta com a helicidade se
aproxima assintoticamente da temperatura cr´ıtica de cada transic¸a˜o. Embora para
um estado fora do equil´ıbrio, na Fig. 4.4 podemos visualizar os vo´rtices fraciona´rios
com λ = 1/3.
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Fig. 4.4: Semi-vo´rtices (c´ırculos verdes) e semi-antivo´rtices (c´ırculos verde-claros) para
o caso q = 3 dentro da fase N em ∆ = 0.01. A configurac¸a˜o corresponde a um
estado fora do equil´ıbrio e foi obtida apo´s um resfriamento vindo de T → ∞.
Ha´ muita semelhanc¸a com o caso q = 2, pore´m, agora, os vo´rtices sa˜o formados
pelo encontro de treˆs paredes de domı´nios com diferenc¸a de fase de pi/3.
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Fig. 4.5: Magnetizac¸o˜es em func¸a˜o da temperatura para as ordens ferromagne´tica e
nema´tica pi/3 em ∆ = 0.25 (acima) e ∆ = 0.7 (abaixo) para diferentes ta-
manhos da rede. As curvas de m3 mostram a transic¸a˜o N-P, enquanto as
curvas m1 mostram as transic¸o˜es F-N (acima) e F-P (abaixo).
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Fig. 4.6: Susceptibilidade magne´tica em func¸a˜o da temperatura para ∆ = 0.25 (acima)
e ∆ = 0.7 (abaixo) correspondente a`s magnetizac¸o˜es m3 e m1 da Fig. 4.5. Nas
transic¸o˜es N-P e F-N, χ3 ∼ L
1.755 e χ1 ∼ L
1.745, respectivamente. Note que
abaixo de TKT tambe´m ha´ escalamento, mas com expoentes na˜o-universais.
Agora analisaremos os resultados obtidos para magnetizac¸a˜o e susceptibilidade,
assim como seus comportamentos na transic¸a˜o com a obtenc¸a˜o dos expoentes cr´ıticos
via FSS. Na figura 4.5, sa˜o mostradas as magnetizac¸o˜es m1 e m3 em func¸a˜o da
temperatura para ∆ = 0.25 (acima) e ∆ = 0.7 (abaixo).
Em ∆ = 0.25, conforme a temperatura diminui, o sistema passa por duas
transic¸o˜es: a primeira, da fase desordenada P para a nema´tica N em Tc ≃ 0.692,
sinalizada por m3, que mede a ordem nema´tica entre spins defasados por π/3 ou pa-
ralelos, a segunda, da nema´ticaN para a ferromagne´tica F em Tc ≃ 0.756, sinalizada
por m1, que mede a ordem ferromagne´tica.
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Na figura 4.6, vemos as susceptibilidades correspondentes a` m3 em ∆ = 0.25
(acima) e a` m1 (abaixo) para diferentes tamanhos. Conforme aumentamos o tama-
nho do sistema, a posic¸a˜o do pico tende ao valor da temperatura cr´ıtica e a altura
do pico diverge no limite termodinaˆmico. Ale´m disso, como acontece na figura 2.9, a
susceptibilidade tambe´m diverge para todas temperaturas abaixo de TKT, mas com
expoentes na˜o-universais.
Podemos determinar o expoente cr´ıtico da magnetizac¸a˜o na transic¸a˜o medindo,
para cada tamanho, seu valor na temperatura correspondente ao pico da respectiva
susceptibilidade e, enta˜o, aplicamos as relac¸o˜es de escalonamento finito, Eq. (2.3).
Para m3, na transic¸a˜o N-P, temos que β/ν = 0.128± 0.006, lembrando que o valor
exato e´ 1/8 = 0.125. Para m1, na transic¸a˜o F-P, temos β/ν = 0.131± 0.005.
Da mesma forma, podemos encontrar o expoente cr´ıtico para susceptibilidade
tomando seu valor no pico para cada tamanho e aplicando as relac¸o˜es (2.3). Para
χ3, na transic¸a˜o N-P, encontramos que γ/ν = 1.755± 0.002, lembrando que o valor
exato e´ 7/4 = 1.75. Para χ1, na transic¸a˜o F-P, temos que γ/ν = 1.745 ± 0.001.
Os detalhes da obtenc¸a˜o dos expoentes, assim como as temperaturas de transic¸a˜o,
podem ser encontrados na Ref. [57].
Os expoentes cr´ıticos nas duas transic¸o˜es das fases pseudo-ordenadas com a pa-
ramagne´tica sa˜o consistentes com a classe de universalidade KT. A incerteza nos
expoentes prove´m de va´rios fatores. Um deles, recorrente em simulac¸o˜es, e´ quando
utilizamos tamanhos de rede muito pequenos ou muito grandes. No primeiro caso,
os efeitos de rede finita se tornam relevantes influenciando o valor das medidas. Ja´
no segundo caso, o sistema demora mais tempo a chegar no estado de equil´ıbrio,
enta˜o, o tempo de simulac¸a˜o e´ o fator limitante. Ale´m disso, na obtenc¸a˜o de β/ν,
medimos a magnetizac¸a˜o de acordo com o valor do ponto cr´ıtico fornecido pelo pico
na respectiva susceptibilidade. Se a localizac¸a˜o do pico na˜o for muito precisa, isso
pode afetar consideravelmente a magnetizac¸a˜o medida. Outro problema intr´ınseco
ao modelo e´ devido ao fato de que ha´ correc¸o˜es logar´ıtmicas ao FSS [42], aqui des-
consideradas. Pore´m, como a helicidade e´ uma evideˆncia forte na confirmac¸a˜o da
classe KT das transic¸o˜es F-P e N-P, as pequenas discrepaˆncias aqui apresentadas
correspondem apenas a` dificuldade em obter boas medidas nas simulac¸o˜es.
Na figura 4.7, mostramos o diagrama de fases reconstru´ıdo com os novos resul-
tados. As linhas das transic¸o˜es F-P e N-P foram obtidas atrave´s da helicidade. A
transic¸a˜o F-P esta´ associada a` dissociac¸a˜o de vo´rtices inteiros, pois encontramos a
vorticidade λ = 1. Por outro lado, a transic¸a˜o N-P esta´ associada a` dissociac¸a˜o de
vo´rtices semi-inteiros com vorticidade λ = 1/3. Constru´ımos a linha N-F tomando
a temperatura cr´ıtica dos picos na susceptibilidade χ1 (os resultados coincidem com
o calor espec´ıfico) pelo fato da helicidade na˜o nos indicar essa transic¸a˜o. Nossos
resultados mostram, portanto, que o diagrama esquema´tico, Fig. 3.6, estava es-
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sencialmente correto. O ponto multicr´ıtico esta´ pro´ximo a ∆ = 0.4, mas nossos
resultados na˜o permitem localiza´-lo com precisa˜o. A linha tracejada mostra o limite
inferior para a transic¸a˜o KT. Como demostrado na Ref. [61], a temperatura cr´ıtica e´
uma func¸a˜o monotoˆnica dos paraˆmetros de acoplamento dos termos ferromagne´tico
e nema´tico, e existe um limite inferior para Tc, diretamente proporcional ao maior
dos termos de acoplamento, ou seja,
Tc(∆) ≥
{
∆TKT se ∆ ≥ 0.5
(1−∆)TKT se ∆ < 0.5
(4.8)
onde TKT ≃ 0.893. A condic¸a˜o e´ va´lida para qualquer valor do paraˆmetro nema´tico
q. Olhando para o diagrama 4.7 vemos, enta˜o, que nenhuma das transic¸o˜es viola a
condic¸a˜o acima. Ale´m disso, um fato interessante e´ a linha de transic¸a˜o N-P estar
bem pro´xima a` linha da condic¸a˜o (4.8), pore´m o mesmo na˜o acontece na transic¸a˜o
F-P. Esse resultado tambe´m e´ verificado para q = 2, no diagrama 3.1.
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Fig. 4.7: Diagrama de fase obtido com os novos resultados [62]. O ponto multicr´ıtico
ocorre em ∆ ≃ 0.4. A linha pontilhada, Ref. [61], fornece o limite inferior para
a transic¸a˜o, Eq. (4.8).
4.2 Caso tridimensional
Na Fig. 4.8 mostramos o diagrama de fases para o modelo XY em treˆs dimenso˜es para
q = 3. Em comparac¸a˜o com o caso bidimensional, o diagrama possui a mesma estru-
tura, pore´m o ponto multicr´ıtico agora esta´ nas proximidades de ∆ = 0.5. A fase F
42
possui ordem ferromagne´tica enquanto a fase N possui ordenamento nema´tico, am-
bos de longo-alcance. As transic¸o˜es dessas fases para a paramagne´tica sa˜o cont´ınuas
e pertencem a` classe de universalidade 3dXY. A transic¸a˜o entre as duas fases orde-
nadas (F e N) e´ descont´ınua, assim como a transic¸a˜o no modelo de Potts com treˆs
estados tridimensional [63].
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Fig. 4.8: Diagrama de fases para o modelo XY tridimensional com q = 3 [64]. Os pon-
tos foram obtidos tomando o pico do calor espec´ıfico para L = 20. O ponto
multicr´ıtico ocorre em ∆ ≃ 0.5. A linha tracejada N-P mostra uma transic¸a˜o
descont´ınua.
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Fig. 4.9: Magnetizac¸a˜o m1 em func¸a˜o da temperatura na transic¸a˜o F-N em ∆ = 0.25
para diferentes tamanhos. No ponto de coexisteˆncia T ≃ 0.668, ha´ um salto
descont´ınuo para todos tamanhos. Note o pequeno intervalo de temperaturas.
Pode ser visto na Fig. 4.9 o comportamento da magnetizac¸a˜o (m1), a qual res-
ponde a` ordem ferromagne´tica, para diferentes tamanhos na transic¸a˜o da fase F para
N. A` medida que aquecemos o sistema, ha´ uma queda descont´ınua na magnetizac¸a˜o
em T ≃ 0.668, indicando uma transic¸a˜o descont´ınua.
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Fig. 4.10: Susceptibilidade magne´tica respectiva a` m3 em func¸a˜o da temperatura na
transic¸a˜o F-N em ∆ = 0.25. No detalhe mostramos o comportamento do pico
na transic¸a˜o: χ3(L) ∼ L
1.977(3). Note a escala logar´ıtmica.
O comportamento da susceptibilidade em func¸a˜o da temperatura pode ser visto
na Fig. 4.10 para a transic¸a˜o da fase nema´tica a` paramagne´tica. O detalhe mos-
tra o valor de χ3(Tc) em func¸a˜o do tamanho do sistema. Ajustando os dados com
a reta logχ3 = a logL + b, determinamos o expoente cr´ıtico γ/ν atrave´s de sua
inclinac¸a˜o. No caso, encontramos γ/ν ≃ 1.977 ± 0.003. Apesar da pequena dis-
crepaˆncia, um valor consistente com a classe de universalidade do modelo XY tridi-
mensional. Tambe´m podemos estimar a temperatura cr´ıtica assinto´tica atrave´s do
ajuste dos dados com a func¸a˜o T (L) = aLb+Tc. Para a transic¸a˜o N-P, encontramos
Tc ≃ 1.652± 0.001.
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Fig. 4.11: Helicidade vs temperatura para 3dXY com q = 3 na transic¸a˜o F-N em ∆ =
0.25. As curvas para diferentes tamanhos se interseccionam em Tc ≃ 1.652±
0.0005.
Na Fig 4.11 temos a helicidade reescalada em func¸a˜o da temperatura para
∆ = 0.25 e diferentes tamanhos. Lembrando que Υ(T, L)L deve ser independente
do tamanho do sistema no ponto cr´ıtico. Observamos que as curvas para diferentes
tamanhos de fato se cruzam em Tc ≃ 1.652 ± 0.0005 na transic¸a˜o N-P. Portanto,
em concordaˆncia com o resultado obtido pela susceptibilidade, assim como a con-
firmac¸a˜o da classe 3dXY dessa transic¸a˜o. Como ja´ esperamos que a transic¸a˜o F-P
pertenc¸a a` classe de universalidade XY3d, omitimos os resultados para ela.
4.3 Concluso˜es
Estudamos, neste cap´ıtulo, o caso particular em que o Hamiltoniano (3.1) possui
o termo nema´tico q = 3 em duas e treˆs dimenso˜es. Resultados anteriores obtidos
por Poderoso et al [35] na˜o foram conclusivos quanto a` qual classe de universalidade
pertenceriam as transic¸o˜es entre as fases com pseudo-ordem e a desordenada. Com
resultados mais precisos e tamanhos de rede maiores, coube a` primeira parte deste
trabalho clarificar estas questo˜es. Por meio do ca´lculo da helicidade, juntamente
com o ajuste da func¸a˜o (4.6) e a minimizac¸a˜o do erro da expressa˜o (4.7), ale´m de
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identificar as vorticidades do sistema nas fases F e N, encontramos as temperaturas
cr´ıticas das transic¸o˜es com a fase paramagne´tica. Tambe´m recuperamos, dentro de
uma pequena margem de erro, os expoentes cr´ıticos β/ν e γ/ν do modelo XY para
ambas as transic¸o˜es, F-P em ∆ = 0.25 eN-P em ∆ = 0.7, aplicando escalonamento
de tamanhos finitos nos dados para magnetizac¸a˜o e susceptibilidade. Na Ref. [57],
sa˜o encontrados evideˆncias adicionais para o cumulante de Binder [65] e helicidade
de quarta ordem que, somadas a`s apresentadas aqui, constituem so´lidas evideˆncias
a favor da classe de universalidade ser Kosterlitz-Thouless das transic¸o˜es entre as
fases pseudo-ordenadas com a paramagne´tica. Colocando em xeque, portanto, ar-
gumentos contra´rios a` existeˆncia de tais transic¸o˜es [36].
Vimos que o diagrama de fases em treˆs dimenso˜es possui a mesma estrutura
que o caso 2d com leves diferenc¸as. A transic¸a˜o entre as fases ordenadas e´ de
primeira ordem como indicado pela descontinuidade na magnetizac¸a˜o, similarmente
a` transic¸a˜o do modelo de Potts tridimensional com treˆs estados. Na transic¸a˜o entre
a fase nematicamente ordenada com a desordenada, por meio de escalonamento de
tamanhos finitos, recuperamos o expoente γ/ν do modelo XY tridimensional e, ale´m
disso, encontramos a temperatura cr´ıtica por meio do reescalamento da helicidade.
Cap´ıtulo 5
Resultados: q = 8
Mostraremos, neste cap´ıtulo, os resultados para susceptibilidade magne´tica, helici-
dade e cumulante de Binder para o caso q = 8 em duas e treˆs dimenso˜es. Procuramos
esclarecer, com evideˆncias so´lidas, as classes de universalidade das transic¸o˜es pre-
sentes no diagrama 3.7, ale´m de estendeˆ-lo para o caso tridimensional e descobrir a
quais classes de universalidade suas transic¸o˜es pertencem.
5.1 Caso bidimensional
Para auxiliar na visualizac¸a˜o das transic¸o˜es de fases descritas a seguir, na Fig. 5.1
pode ser visto o novo diagrama de fases para o caso q = 8, que e´ essencialmente o
mesmo que o anterior 3.7 obtido por Poderoso et al [35], pore´m mais detalhado com
pontos obtidos atrave´s dos picos na susceptibilidade magne´tica. Comec¸amos a des-
cric¸a˜o de cada transic¸a˜o atrave´s da helicidade, mostrando na sequeˆncia, resultados
para a susceptibilidade magne´tica e cumulante de Binder.
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Fig. 5.1: Diagrama de fases para o modelo XY bidimensional generalizado, com q =
8 [64]. Os pontos foram obtidos com os picos na susceptibilidade magne´tica.
Na Fig. 5.2 mostramos a helicidade como func¸a˜o da temperatura ao longo da
linha ∆ = 0.2 para diferentes tamanhos. Nas proximidades da transic¸a˜o N-P, a he-
licidade decai a zero devido a` dissociac¸a˜o dos pares vo´rtices-antivo´rtices fraciona´rios.
Como, em geral, a carga topolo´gica na fase N e´ λ = 1/q, a carga topolo´gica para
o caso q = 8 e´ λ = 1/8. Desse modo, o ponto cr´ıtico e´ dado pelo cruzamento da
helicidade com a reta 2T/λ2π, sendo TKT(0.2) ≃ 0.725. Esta transic¸a˜o com carga
fraciona´ria ocorre para toda regia˜o ∆ < ∆mult. Apesar de na˜o ser vis´ıvel com a es-
cala logar´ıtmica da Fig. 5.2, no entorno da transic¸a˜o F2-N em Tc ≃ 0.2, existe uma
pequena perturbac¸a˜o no valor da helicidade. Ha´ um decre´scimo devido a` contri-
buic¸a˜o energe´tica da unia˜o entre vo´rtices-antivo´rtices inteiros que se desfaz. Pore´m,
como a Eq (2.11) e´ dominada pelo termo q2, essa diminuic¸a˜o e´ quase impercept´ıvel.
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Fig. 5.2: Helicidade em func¸a˜o da temperatura em ∆ = 0.2 para diferentes tamanhos. O
ponto de cruzamento da helicidade com a reta 2T/λ2pi onde λ = 1/8 representa
a transic¸a˜o N-P.
Na Fig. 5.3, pode ser vista a helicidade em func¸a˜o da temperatura para ∆ =
0.6. A` medida que a temperatura aumenta, a helicidade passa por dois abruptos
decre´scimos. O primeiro, no entorno da transic¸a˜o F2-F0 em TKT(0.6) ≃ 0.359, esta´
relacionado a` dissociac¸a˜o de vo´rtices fraciona´rios com carga λ = 1/8. O segundo, no
entorno da transic¸a˜o F0-P em TKT(0.6) ≃ 0.543, esta´ relacionado a` dissociac¸a˜o de
vo´rtices inteiros com carga λ = 1. E´ importante notar que ambos os saltos dependem
do tamanho do sistema, como esperado para transic¸o˜es na classe de universalidade
KT. Ajustando a helicidade no entorno da transic¸a˜o F2-F0 por meio da Eq. (4.6),
encontramos Tc ≃ 0.359 e A = 63.825 como sendo os paraˆmetros que minimizam o
erro quadra´tico da Eq. (4.7), o que e´ mostrado na Fig. 5.4. Apesar das flutuac¸o˜es, o
erro e´ quatro ordens de grandeza menor na regia˜o no entorno de TKT. A vorticidade
esta´ muito pro´xima de 64, o que indica, portanto, que a transic¸a˜o e´ guiada pela
dissociac¸a˜o de vo´rtices com carga 1/8.
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Fig. 5.3: Helicidade vs temperatura em ∆ = 0.6. Os pontos de cruzamento das retas
2T/λ2pi com λ = 1 e 1/8 com a helicidade representam, respectivamente, as
transic¸o˜es F2-F0 e F0-P. Note que 〈Υ〉 e´ dependente do tamanho do sistema
em ambos os saltos.
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Fig. 5.4: Vorticidade e, no detalhe, o correspondente erro, Eq. (4.7), como func¸o˜es da
temperatura para ∆ = 0.6. O ponto em que A cruza a linha no valor 64 e´
compat´ıvel com a regia˜o em que encontramos o erro mı´nimo em T = 0.3595.
Note a reduzida escala de temperatura.
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Para ∆ = 0.8, Fig. 5.5, temos a helicidade em func¸a˜o da temperatura para
diferentes tamanhos. Dois saltos podem ser vistos a` medida que a temperatura
aumenta. O primeiro, no entorno da transic¸a˜o F1-F0 em Tc ≃ 0.226, esta´ relacionado
a` dissociac¸a˜o de vo´rtices fraciona´rios. O segundo, nas proximidades da transic¸a˜o
F0-P em TKT ≃ 0.724, relacionando ao desligamento de vo´rtices inteiros com carga
λ = 1. Ao contra´rio do caso ∆ = 0.6, o salto na helicidade na transic¸a˜o F1-F0 na˜o
depende do tamanho do sistema. Essa auseˆncia de dependeˆncia, mesmo para redes
acima de L = 512, e´ uma indicac¸a˜o de que esta transic¸a˜o na˜o pertence a` classe de
universalidade KT. Informac¸o˜es adicionais sa˜o apresentadas na Fig 5.6, onde temos a
helicidade de quarta ordem Eq. (2.12) como func¸a˜o da temperatura. Note que devido
ao fato de ser um paraˆmetro de ordem mais alta e estar em escala logar´ıtmica, as
flutuac¸o˜es sa˜o elevadas. E´ esperado que a quantidade 〈L2Υ4〉 divirja em TKT [44].
Pore´m, o que encontramos e´ que 〈L2Υ4〉 escala com o tamanho unicamente na
transic¸a˜o F0-P, enquanto na transic¸a˜o F1-F0, para as redes utilizadas, na˜o aparenta
depender do tamanho do sistema.
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Fig. 5.5: Helicidade em func¸a˜o da temperatura em ∆ = 0.8. Os pontos de cruzamento das
retas 2T/λ2pi com λ = 1 e 1/8 com a helicidade representam, respectivamente,
as transic¸o˜es F1-F0 e F0-P. Ao contra´rio da Fig. 5.3, 〈Υ〉 depende do tamanho
do sistema apenas no salto relativo a` transic¸a˜o F0-P.
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Fig. 5.6: Helicidade de quarta ordem para ∆ = 0.8. Importante notar que na transic¸a˜o
F0-F1 as curvas na˜o escalam com o tamanho do sistema, enquanto em toda fase
F0 ha´ tal dependeˆncia.
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Temos na Fig. 5.7 as densidades de vo´rtices (λ = 1) e vo´rtices fraciona´rios
(λ = 1/8) em func¸a˜o da temperatura para ∆ = 0.2 (painel superior), ∆ = 0.6
(intermedia´rio) e ∆ = 0.8 (inferior). Para ∆ > ∆mult, nas transic¸o˜es F2-F0 e
F1-F0, apenas os vo´rtices fraciona´rios se desacoplam e a helicidade decresce a um
pequeno valor correspondente aos vo´rtices inteiros, enta˜o, a` medida que a tempera-
tura aumenta, os vo´rtices inteiros tambe´m se desacoplam e a helicidade cai a zero
na transic¸a˜o F0-P. Isso pode ser verificado nos saltos consecutivos na helicidade nas
Figs. 5.3 e 5.5. Para ∆ < ∆mult, ocorre o oposto, os vo´rtices inteiros se desaco-
plam na linha de transic¸a˜o F2-N onde a helicidade tem uma pequena diminuic¸a˜o,
aumentando a temperatura, os vo´rtices fraciona´rios se desacoplam na transic¸a˜o N-
P e a helicidade vai a zero. Pore´m, como o fator q2 e´ dominante na helicidade,
o desacoplamento dos vo´rtices inteiros e´ quase impercept´ıvel. Somado a isso, por
na˜o haver o desacoplamento de cargas na transic¸a˜o F2-F1, a helicidade na˜o parece
sofrer nenhum efeito ao atravessa´-la. Portanto, essa transic¸a˜o aparentemente na˜o
pertence a` classe de universalidade KT. Na Fig. 5.8 podemos visualizar os vo´rtices
fraciona´rios1 para q = 8 em um estado transiente.
1 A` medida que q aumenta, os vo´rtices fraciona´rios se tornam cada vez mais complexos, sua
poss´ıvel identificac¸a˜o se da´ atrave´s da generalizac¸a˜o, Eq. (B.7), da soma Eq. (B.2).
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Fig. 5.7: Densidade de vo´rtices-antivo´rtices (λ = 1) e vo´rtices-antivo´rtices fraciona´rios
(λ = 1/8) em func¸a˜o da temperatura em ∆ = 0.2 (painel superior), ∆ = 0.6
(intermedia´rio) e ∆ = 0.8 (inferior) para L = 64. O comportamento ρv e´
independente do tamanho e da vorticidade (positiva ou negativa).
Desse modo, tendo mostrado evideˆncias de que as transic¸o˜esN-F2, F2-F1 e F1-F0
na˜o pertencem a` classe de universalidade KT, descreveremos, agora, as propriedades
dessas linhas cont´ınuas analisando os resultados para a susceptibilidade.
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Fig. 5.8: Vo´rtices (c´ırculos vermelhos), antivo´rtices (c´ırculos azuis), vo´rtices fraciona´rios
(c´ırculos verdes) e antivo´rtices fraciona´rios (c´ırculos verde-claros) para o caso
q = 8 dentro da fase N em ∆ = 0.1. A configurac¸a˜o corresponde a um estado
fora do equil´ıbrio apo´s um resfriamento infinito vindo de T →∞.
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Fig. 5.9: Distribuic¸a˜o angular para as quatro fases ao longo da linha com temperatura
fixa T = 0.15.
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Para auxiliar na descric¸a˜o das transic¸o˜es, assim como na escolha da magnetizac¸a˜o
mk mais adequada para caracterizar uma determinada fase, na Fig. 5.9 mostramos
a distribuic¸a˜o angular dos spins para cada fase ordenada ao longo da linha com
temperatura constante T = 0.15. Na fase N, temos m8 6= 0 e m1 = 0, pois os spins
se orientam em oito direc¸o˜es preferenciais sime´tricas dispostas sobre um c´ırculo como
pode ser visto pelos oito picos no painel superior da Fig. 5.9. Ja´ na fase F2, apenas
quatro direc¸o˜es (relevantes) permanecem, todas sobre o mesmo semic´ırculo, a soma
dessas projec¸o˜es faz com que m1 seja na˜o-nula. Logo, ha´ uma quebra na simetria
de reflexa˜o e, consequentemente, esperamos que a transic¸a˜o F2-N pertenc¸a a` classe
de universalidade Ising 2d. Na Fig. 5.10, temos χ1 como func¸a˜o da temperatura
em ∆ = 0.35 para diferentes tamanhos do sistema. Tomando o valor de χ1(L)
na temperatura cr´ıtica e aplicando FSS, como mostrado na caixa, encontramos o
expoente γ/ν ≃ 1.753, consistente, de fato, com uma transic¸a˜o tipo Ising.
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Fig. 5.10: Susceptibilidade magne´tica respectiva a` m1 vs temperatura em ∆ = 0.35 para
diferentes tamanhos. O detalhe mostra como a altura do pico da suscep-
tibilidade cresce na transic¸a˜o N-F2, fornecendo a raza˜o dos expoentes γ/ν:
χ∗1(L) ∼ L
1.753.
Para ∆ > 0.5, ocorre o oposto do descrito acima. Quando o sistema entra em F0
vindo da fase paramagne´tica, devido ao pseudo-ordenamento ferromagne´tico,m1 6= 0
e m8 = 0. Contudo, e´ importante notar que m8 tambe´m e´ sens´ıvel a` pseudo-ordem
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ferromagne´tica, pois ter´ıamosm8 = 1 com todos os spins paralelos no caso particular
T = 0. O que impede m8 de ser na˜o-nula na fase F0 e´ a largura da distribuic¸a˜o dos
spins, como mostrado na Fig. 5.9 para ∆ = 0.95 2 3. Desse modo, m8 e´ na˜o-nulo
na fase F1. Nas Figs. 5.11 e 5.12 sa˜o mostradas as susceptibilidades relativas a` m8
como func¸o˜es da temperatura em ∆ = 0.6 e 0.8, respectivamente. Na transic¸a˜o
F2-F0, embora ja´ tenham sido apresentadas evideˆncias de estar na classe KT por
meio da helicidade, aplicando FSS nos dados de χ8(L), como mostrado no detalhe
da Fig. 5.11, obtemos o expoente γ/ν ≃ 1.750 ± 0.005. Portanto, uma evideˆncia
adicional quanto a` sua classe KT. Por ainda na˜o ser exatamente determinado o
valor de ∆ onde termina a linha de transic¸a˜o KT entre as fases F2 e F0 e passa
a ser a linha de transic¸a˜o cont´ınua entre as fases F1-F0, o expoente γ/ν apresenta
fortes efeito de tamanho finito nessa regia˜o multicr´ıtica. Na transic¸a˜o F1-F0 em
Tc ≃ 0.21 ± 0.03, obtemos γ/ν ≃ 1.43 ± 0.05 quando utilizamos os treˆs maiores
tamanhos (L = 256, 512, 1024). Apesar de o expoente crescer a` medida que tomamos
sistemas cada vez maiores, ainda dista do valor esperado para uma transic¸a˜o tipo
Ising.
2 Em um estado verdadeiramente ferromagne´tico (m = 1), se criarmos 7 co´pias de cada spin
θi (θi + pi/8, θi + 2pi/8, ..., 7pi/8), temos um estado verdadeiramente nema´tico e m8 = 1. Mas se
fizermos isso com a configurac¸a˜o que deu origem a` Fig. 5.9, com ∆ = 0.95, ao incluir as 7 co´pias
de cada spin, terminamos com uma ocupac¸a˜o uniforme ao redor do c´ırculo, ou seja, um estado
paramagne´tico (m8 = 0)
3 Na Ref. [31] foi estudado o caso q = 2 com um termo “anti-alinhamento” (em analogia com
antiferromagne´tico), ou seja, ha´ um favorecimento de spins defasados por pi/2 que, no caso q = 2
usual, seria a orientac¸a˜o menos energeticamente favora´vel.
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Fig. 5.11: Susceptibilidade respectiva a` m8 como func¸a˜o da temperatura em ∆ = 0.6.
O detalhe mostra que na transic¸a˜o F2-F0 a altura do pico da susceptibilidade
cresce como χ∗8 ∼ L
1.750(5).
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Fig. 5.12: Susceptibilidade respectiva a` m8 vs temperatura em ∆ = 0.8. O detalhe
mostra como a altura do pico da susceptibilidade cresce na transic¸a˜o F1-F0:
χ∗8 ∼ L
1.43(5).
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Para entender um pouco mais a linha F1-F0, tambe´m medimos a susceptibilidade
em ∆ = 0.9, como mostrado na Fig. 5.13. Em ∆ = 0.9, ainda ha´ efeito de tamanho
finito, pore´m, ao aplicarmos FSS tomando χ8 para todos os tamanhos, exceto L =
64, encontramos o expoente γ/ν ≃ 1.74 ± 0.02. Como a helicidade nessa transic¸a˜o
na˜o apresenta dependeˆncia com o tamanho do sistema, assim como em ∆ = 0.8,
exclui-se a possibilidade de estar na classe KT. Portanto, supomos que a transic¸a˜o
esteja na classe de universalidade do modelo de Ising 2d.
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Fig. 5.13: Susceptibilidade respectiva a` m8 como func¸a˜o da temperatura em ∆ = 0.9.
No detalhe temos o comportamento do pico da susceptibilidade na transic¸a˜o
F1-F0: χ
∗
8 ∼ L
1.74(2).
Para a transic¸a˜o F1-F2, a magnetizac¸a˜o adequada para descreveˆ-la e´ a m4. Pois,
nas fases N e F2, como a distribuic¸a˜o dos spins esta´ concentrada nas direc¸o˜es pre-
ferenciais do termo nema´tico defasadas por π/4, enquanto m4 e´ sens´ıvel a` pseudo-
ordem ferromagne´tica ou nema´tica com spins defasados por π/2, duas componentes
separadas por π/4 se cancelam fazendo com que m4 seja nula. Analogamente ao m8
na transic¸a˜o F1-F0, m4 6= 0 na fase F1 devido a` pseudo-ordem ferromagne´tica.
Como um u´til mecanismo na identificac¸a˜o de transic¸o˜es de fase, tambe´m medimos
o cumulante de quarta ordem de Binder [65–68]
Uk = 1−
〈m4k〉
3〈m2k〉
2
. (5.1)
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Sua relevaˆncia e´ a na˜o dependeˆncia com o tamanho do sistema na transic¸a˜o, pois,
relembrando a expressa˜o (2.3c) para o escalamento da magnetizac¸a˜o, notamos que
a quantidade
〈m4〉
〈m2〉2
=
L−4β/νM1(tL
1/ν)
[L−2β/νM2(tL1/ν)]
2 =M3(tL
1/ν), (5.2)
onde t e´ a temperatura reduzida e M3(tL
1/ν) e´ uma nova func¸a˜o de escala que na˜o
depende do tamanho do sistema exatamente no ponto cr´ıtico.
Na Fig. 5.14 temos a susceptibilidade respectiva a` m4 e o cumulante de Binder,
ambos em func¸a˜o da temperatura para ∆ = 0.4 e diferentes tamanhos. E´ inte-
ressante notar que, diferentemente dos outros casos, o pico de χ4 se desloca para
temperaturas mais altas a` medida que o tamanho do sistema aumenta e as curvas co-
lapsam a` esquerda dele. Aplicando FSS nos picos de χ4(L), encontramos o expoente
γ/ν ≃ 1.24±0.01, que na˜o conseguimos associar a nenhuma classe de universalidade.
Somado a isso, toda a linha F1-F2 apresenta expoentes na˜o-universais mostrados na
tabela 5.1 e no detalhe da Fig. 5.14 em func¸a˜o de ∆. Apesar da limitada precisa˜o
dos expoentes, ha´ uma clara dependeˆncia de γ/ν com o paraˆmetro de acoplamento
∆. A` medida que ∆ aumenta, o expoente γ/ν sofre uma leve diminuic¸a˜o. O fato das
curvas do cumulante de Binder se cruzarem em Tc ≃ 0.165± 0.002, e´ uma indicac¸a˜o
da existeˆncia de uma transic¸a˜o, embora na˜o saibamos a qual classe ela pertence.
Desse modo, resultados adicionais sa˜o necessa´rios para determina´-la. ;
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∆ 0.15 0.3 0.4 0.7
γ/ν 1.270± 0.004 1.25± 0.01 1.24± 0.01 1.21± 0.01
Tab. 5.1: Expoentes cr´ıticos ao longo da linha de transic¸a˜o F1-F2 obtidos na janela
de tamanhos acess´ıveis a`s nossas simulac¸o˜es.
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Fig. 5.14: (Painel superior) Susceptibilidade respectiva a` m4 vs temperatura em ∆ = 0.4
na transic¸a˜o F1-F2. (Painel inferior) Cumulante de Binder para diferentes
tamanhos e seu cruzamento na transic¸a˜o. O detalhe mostra a dependeˆncia
com ∆ do expoente de χ4.
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5.2 Caso tridimensional
Na Fig. 5.15 mostramos o diagrama de fases obtido para o caso q = 8 em treˆs di-
menso˜es. Os pontos foram obtidos atrave´s dos picos no calor espec´ıfico. O ponto
multicr´ıtico ocorre em ∆mult ≃ 0.5 e nos extremos ∆ = 0 e 1 recuperamos a tempe-
ratura cr´ıtica do modelo XY, Tc ≃ 2.2018 [50–52]. A estrutura do diagrama e´ similar
ao caso bidimensional, pore´m, nesse caso, as fases F1 e F2 se combinam em uma so´,
a qual chamamos F1 e que possui ordenamento ferromagne´tico de longo-alcance. As
fases N e F0 possuem, respectivamente, ordem nema´tica e ferromagne´tica de longo-
alcance. A seguir sera˜o descritas as propriedades de cada fase e suas transic¸o˜es por
meio da susceptibilidade, helicidade e cumulante de Binder.
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Fig. 5.15: Diagrama de fases para o modelo XY tridimensional com q = 8 [64]. Os pontos
foram obtidos tomando os picos do calor espec´ıfico para L = 20.
Analogamente ao caso q = 3, se espera que as transic¸o˜es entre as fases orde-
nadas com a paramagne´tica pertenc¸am a` classe de universalidade do modelo XY
tridimensional. Isso pode ser verificado nas Figs. 5.16 e 5.17, onde mostramos as
susceptibilidades respectivas a`s magnetizac¸o˜es m1 e m8 para ∆ = 0.8 e 0.25, res-
pectivamente. Na transic¸a˜o F0-P, aplicando FSS nos dados χ1(L) no ponto cr´ıtico,
encontramos o expoente γ/ν ≃ 1.966 ± 0.009, levemente acima do esperado para
a classe XY3d. Ale´m disso, tomando a posic¸a˜o do pico em χ1(L) e extrapolando
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α γ ν γ/ν
XY -0.0146 1.3159 0.6714 1.9600
Ising 0.1096 1.2372 0.6300 1.96373
Tab. 5.2: Expoentes cr´ıticos para os modelos XY [33,53,69] e Ising [70–73] em treˆs
dimenso˜es.
com o ajuste T (L) = aLb + Tc, obtemos Tc ≃ 1.7619 ± 0.0003. Repetindo o pro-
cedimento para χ8, na transic¸a˜o N-P, obtemos o expoente γ/ν ≃ 1.969 ± 0.005 e
Tc ≃ 1.6507 ± 0.0004. Como, em geral, a precisa˜o em γ/ν na˜o e´ suficiente para
determinar se a classe de universalidade pertence ao modelo XY3d ou ao modelo
de Ising 3d, podemos diferenciar uma classe da outra olhando os resultados para
helicidade, como veremos a seguir.
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Fig. 5.16: Susceptibilidade respectiva a` m1 como func¸a˜o da temperatura para diferentes
tamanhos em ∆ = 0.8. No detalhe mostramos o comportamento da altura do
pico na transic¸a˜o F0-P: χ
∗
1 ∼ L
1.966(9).
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Fig. 5.17: Susceptibilidade respectiva a` m8 em func¸a˜o da temperatura em ∆ = 0.25. No
detalhe temos o comportamento da altura do pico na transic¸a˜o N-P: χ∗1 ∼
L1.969(5).
Nas Figs. 5.18 e 5.19, mostramos, respectivamente, as helicidades reescaladas
como func¸o˜es da temperatura em ∆ = 0.6 e 0.8 para diferentes tamanhos. Note que
no ponto cr´ıtico para uma transic¸a˜o na classe XY3d, a quantidade ΥL e´ indepen-
dente do tamanho do sistema. Para ∆ = 0.6, podemos observar que as curvas se
cruzam em dois pontos distintos a` medida que a temperatura aumenta. O primeiro,
em Tc ≃ 0.884 ± 0.005, indica a transic¸a˜o F1-F0. O segundo, em Tc ≃ 1.32 ± 0.01,
assinala a transic¸a˜o F0-P. Para ∆ = 0.8, vemos que conforme a temperatura cresce,
apenas em Tc ≃ 1.762 ± 0.001 a helicidade reescalada na˜o depende do tamanho,
indicando a transic¸a˜o F0-P. Nas proximidades da transic¸a˜o F1-F0, a quantidade
ΥL diverge a` medida que o tamanho do sistema aumenta sugerindo que a transic¸a˜o
na˜o pertence a` classe XY3d.
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Fig. 5.18: Helicidade vs temperatura em ∆ = 0.6 para diferentes tamanhos. A quan-
tidade ΥL independe do tamanho em Tc ≃ 0.884 ± 0.005 (caixa inferior) e
Tc ≃ 1.32 ± 0.01 (caixa superior), respectivamente nas transic¸o˜es F1-F0 e
F0-P.
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Fig. 5.19: Helicidade em func¸a˜o da temperatura em ∆ = 0.8. A quantidade ΥL inde-
pende do tamanho unicamente em Tc ≃ 1.762± 0.001, na transic¸a˜o F0-P.
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Nas Figs. 5.20 e 5.21, temos as susceptibilidades respectivas a` m8 para ∆ = 0.6
e 0.8 na transic¸a˜o F1-F0. Para ∆ = 0.6, aplicando FSS nos pontos de χ
∗
8(L), obte-
mos o expoente γ/ν ≃ 1.979 ± 0.001. Apesar da pequena discrepaˆncia, o expoente
esta´ pro´ximo do esperado para uma transic¸a˜o na classe de universalidade XY3d.
Tambe´m encontramos a temperatura cr´ıtica assinto´tica Tc ≃ 0.877±0.001, pro´xima
a`quela encontrada por meio da helicidade. Para ∆ = 0.8, o expoente γ/ν sofre for-
temente de efeitos de tamanho finito, ao utilizarmos FSS com apenas os treˆs maiores
tamanhos, encontramos γ/ν ≃ 0.492 ± 0.004. Assim como no caso bidimensional,
esse expoente muito abaixo do esperado poderia ser devido a` proximidade com o
ponto multicr´ıtico, que dividiria a linha de transic¸a˜o F1-F0 em duas classes de uni-
versalidade, pore´m resultados para ∆ = 0.9 fornecem um expoente cr´ıtico similar
γ/ν ≃ 0.57 ± 0.04. Colocando em du´vida, portanto, se esse pequeno escalamento
em χ8 na regia˜o 0.8 ≤ ∆ < 1 poderia ser apenas um efeito que desapareceria em
sistemas maiores.
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Fig. 5.20: Susceptibilidade respectiva a` m8 em func¸a˜o da temperatura para diferentes
tamanhos em ∆ = 0.6. No detalhe mostramos o comportamento da altura do
pico na transic¸a˜o F0-F1: χ
∗
8 ∼ L
1.979(1).
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Fig. 5.21: Susceptibilidade respectiva a` m8 vs temperatura em ∆ = 0.8. O detalhe
mostra que na transic¸a˜o F0-F1, a altura do pico escala como χ
∗
8 ∼ L
0.492(4).
Nas Figs. 5.22 e 5.23, mostramos o cumulante de Binder em func¸a˜o da tempe-
ratura para diferentes tamanhos na transic¸a˜o F1-F0 para ∆ = 0.6 e 0.8, respecti-
vamente. Para ∆ = 0.6, as curvas de U8(L) independem do tamanho do sistema
exatamente em Tc ≃ 0.8807 ± 0.0001, uma temperatura consistente com aquelas
obtidas pela helicidade e susceptibilidade. Ja´ para ∆ = 0.8, nas proximidades da
transic¸a˜o F1-F0, onde χ8 tem seu ma´ximo em T ≃ 0.48, as curvas de U8(L) na˜o
mostram sinais de convergeˆncia para uma temperatura espec´ıfica.
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Fig. 5.22: Cumulante de Binder respectivo a` m8 vs temperatura em ∆ = 0.6. As curvas
de U8(L) independem do tamanho em T ≃ 0.8807±0.0001 na transic¸a˜o F1-F0.
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Fig. 5.23: Cumulante de Binder em func¸a˜o da temperatura para ∆ = 0.8. As curvas de
U8(L) divergem na regia˜o correspondente aos picos de χ8 da Fig. 5.21.
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Resultados para o calor espec´ıfico em func¸a˜o da temperatura tambe´m sa˜o mos-
trados na Fig 5.24 para ∆ = 0.6 e 0.8. E´ esperado que o calor espec´ıfico seja
descont´ınuo no limite termodinaˆmico para a transic¸a˜o do modelo XY tridimensio-
nal, sendo isso uma das caracter´ısticas das transic¸o˜es do tipo Lambda [69]4. Pore´m,
para tamanhos finitos, a descontinuidade so´ comec¸a a ser percept´ıvel para grandes
tamanhos do sistema. Ale´m disso, pelo fato do expoente α (tabela 5.2) ser muito
pequeno e compara´vel ao erro do ajuste ao se fazer FSS, nos limitamos a mostrar
resultados qualitativos. Em ∆ = 0.6, podemos ver treˆs picos em Cv conforme a
temperatura aumenta: o primeiro, insens´ıvel ao tamanho do sistema, sera´ expli-
cado posteriormente, o segundo e o terceiro, respectivamente nas proximidades das
transic¸o˜es F1-F0 e F0-P, ale´m de possu´ırem comportamentos ideˆnticos, comec¸am a
mostrar sinais da descontinuidade a partir de L = 64. Para ∆ = 0.8, vemos dois
picos em Cv, o primeiro e o segundo nas proximidades das transic¸o˜es F1-F0 e F0-P,
respectivamente. Pore´m, apenas o segundo exibe dependeˆncia com o tamanho e a
descontinuidade caracter´ıstica da transic¸a˜o Lambda.
4 O termo Lambda foi empregado pelo fato do formato da curva do calor espec´ıfico lembrar a
letra grega λ.
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Fig. 5.24: Calor espec´ıfico vs temperatura em ∆ = 0.6 (acima) e 0.8 (abaixo) para dife-
rentes tamanhos.
Na Fig. 5.25 temos os colapsos da susceptibilidade (painel superior) e do cu-
mulante de Binder (painel inferior) respectivos a` m1 como func¸o˜es da temperatura
para diferentes tamanhos em ∆ = 0.35 na transic¸a˜o F1-N. Um excelente colapso e´
obtido com o expoente cr´ıtico γ ≃ 1.33(5), ν ≃ 0.67(1), e Tc ≃ 0.771, valores que
esta˜o pro´ximos aos da classe de universalidade XY3d. Isso e´ nota´vel pois esperamos
que essa transic¸a˜o esteja na classe de universalidade Ising 3D, ja´ que as distribuic¸o˜es
angulares dessas fases sa˜o similares a`s do caso bidimensional (ver Fig. 5.9), passando
de oito direc¸o˜es preferenciais sobre um c´ırculo (fase nema´tica) para apenas algumas
sobre um semic´ırculo (fase ferromagne´tica). Ale´m disso, na˜o apresenta o compor-
tamento caracter´ıstico de uma transic¸a˜o na classe XY3d, mostrando dependeˆncia
com o tamanho no ponto cr´ıtico. O calor espec´ıfico tambe´m na˜o ajuda a decidir
a classe de universalidade da transic¸a˜o, um bom colapso e´ obtido com o expoente
ν acima (pro´ximo ao XY3d) e com α pequeno mas positivo (pro´ximo ao Ising 3D,
ver tabela 5.2). Portanto, nossos dados atuais confirmam apenas parcialmente que
a transic¸a˜o F1-N pertence a` classe de universalidade Ising 3d. Maiores tamanhos
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e correc¸o˜es ao escalamento sera˜o necessa´rias para obter um melhor estimativa dos
expoentes.
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Fig. 5.25: Colapso da susceptibilidade (painel superior) e cumulante de Binder (painel
inferior) na transic¸a˜o F1-N em ∆ = 0.35 com Tc = 0.771 e expoentes γ ≃
1.33(5) e ν ≃ 0.67(1).
Para investigar a existeˆncia de uma poss´ıvel linha de transic¸a˜o como indicado pelo
primeiro pico no calor espec´ıfico na Fig. 5.24, em analogia ao caso bidimensional onde
ha´ a transic¸a˜o F1-F2, medimos a magnetizac¸a˜o m4 ao longo da linha ∆ = 0.4. Nas
Figs. 5.26 e 5.27, mostramos a susceptibilidade e o cumulantes de Binder relativos a`
m4 como func¸o˜es da temperatura para diferentes tamanhos, respectivamente. Vemos
que ha´ um pico em χ4 dependente do tamanho do sistema que esta´ no entorno de
T = 0.4 para L = 16, pore´m, conforme L cresce, o mesmo se desloca rapidamente
para altas temperaturas se aproximando da transic¸a˜o F1-N, ale´m de possuir um
escalamento muito pequeno. Como mostrado na Fig. 5.27, as linhas de U4 divergem
a` medida que o tamanho aumenta, na˜o havendo, portanto, qualquer ind´ıcio da
existeˆncia de um ponto cr´ıtico onde as curvas de U4(L) seriam independentes de L.
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Fig. 5.26: Susceptibilidade respectiva a` m4 em func¸a˜o da temperatura para diferentes
tamanhos em ∆ = 0.4.
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Fig. 5.27: Cumulante de Binder vs temperatura em ∆ = 0.4. As curvas de U4 na˜o
convergem para um ponto comum independente do tamanho.
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5.3 Concluso˜es
Neste cap´ıtulo abordamos o caso particular q = 8 do Hamiltoniano (3.1) em duas
e treˆs dimenso˜es. As conjecturas feitas no trabalho anterior, Ref. [35], para o caso
bidimensional, estavam parcialmente corretas. Por meio da helicidade e o estudo
da vorticidade, encontramos evideˆncias fortes quanto a` natureza KT da transic¸a˜o
F2-F0, guiada pela dissociac¸a˜o de defeitos topolo´gicos com carga 1/8. Ja´ para a
transic¸a˜o F1-F0, os resultados indicam uma transic¸a˜o cont´ınua, ao contra´rio da su-
posic¸a˜o anterior. Via escalonamento de tamanhos finitos para redes muito maiores,
confirmamos a classe de universalidade Ising da transic¸a˜o F2-N obtendo o expoente
γ/ν com uma pequena margem de erro. Ale´m disso, os novos resultados na˜o cor-
roboram a hipo´tese anterior da transic¸a˜o F1-F2 ser do tipo Ising, na verdade, foi
constatado que ao longo de toda a linha de transic¸a˜o o expoente γ/ν e´ depende do
paraˆmetro ∆, com um valor muito distante do esperado para classe Ising, pelo menos
na janela de tamanhos acess´ıveis dentro da nossa capacidade. Falta-nos, portanto,
investigar um pouco mais essa transic¸a˜o.
No caso tridimensional, o diagrama de fases sofre algumas alterac¸o˜es. Apesar
de χ8 ter um pequeno escalamento com o tamanho na linha separando as fases
F1 e F0 desde ∆ = 0.8 ate´ ∆ = 1, os resultados para o cumulante de Binder,
helicidade e o calor espec´ıfico apontam para a inexisteˆncia de uma transic¸a˜o de fase,
sendo, portanto, o escalamento, apenas um efeito passageiro que provavelmente
desaparecera´ para redes maiores. Analogamente, na˜o encontramos ind´ıcios de uma
transic¸a˜o F1-F2 como no caso bidimensional. Por fim, as transic¸o˜es entre as fases
ordenadas com a paramagne´tica, como esperado, estarem na classe 3dXY, foram
confirmadas por meio da obtenc¸a˜o de γ/ν e o cruzamento das curvas da helicidade
reescalada.
Cap´ıtulo 6
Concluso˜es e perspectivas
Estudamos, neste trabalho, os resultados da competic¸a˜o entre interac¸o˜es ferro-
magne´ticas e nema´ticas em uma generalizac¸a˜o do modelo XY em duas e treˆs di-
menso˜es. Em particular, os casos q = 3 e q = 8 do Hamiltoniano Eq. 3.1 foram
detalhados.
Para o caso bidimensional, tambe´m analisamos qualitativamente a topologia dos
diagramas de fases para va´rios valores de q no termo nema´tico. A Fig. 6.1 apresenta
uma visa˜o geral das fases pseudo-ordenadas presentes para cada valor de q. Os casos
q = 2 e q = 3 sa˜o similares, ale´m da fase paramagne´tica para altas temperaturas,
ha´ apenas as fases F0 e N com pseudo-ordem de longo alcance ferromagne´tica e
nema´tica, respectivamente. As transic¸o˜es entre as fases pseudo-ordenadas envolvem
quebra de simetria e esta˜o nas classes de universalidade Ising ou Potts treˆs estados
para q = 2 e 3, respectivamente. Para q = 4, surge a fase ferromagne´tica F1, e
a transic¸a˜o F1-N pertence a` classe de universalidade Ising. A partir de q = 5, a
linha de transic¸a˜o separando as fases N e F1 se bifurca, criando uma nova fase
ferromagne´tica, F2. A linha de transic¸a˜o F1-F2 nasce pro´xima a` fase N, mas, a`
medida que q aumenta, segue se distanciando em direc¸a˜o a baixas temperaturas.
Embora tenhamos mostrado evideˆncias da transic¸a˜o F2-N ser do tipo Ising para
q = 8, ainda e´ uma questa˜o em aberto saber o que acontece para outros valores
de q diferentes dos ja´ estudados. Ale´m disso, a linha de transic¸a˜o F1-F2, com
classe de universalidade indefinida e expoentes cr´ıticos dependentes do paraˆmetro
de acoplamento, mostrou ser um caso intrigante para q = 8, de modo que seria
interessante ver se isso e´ um comportamento geral para outros casos.
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Fig. 6.1: Diagrama esquema´tico mostrando as fases existentes para cada valor do termo
nema´tico ao longo da linha ∆ = 0.3.
O modelo generalizado em treˆs dimenso˜es apresentou semelhanc¸as com o caso
bidimensional quanto a` estrutura dos diagramas de fases e classes de universalidade.
Para q = 3, a transic¸a˜o entre as fases ordenadas e´ descont´ınua, assim como ocorre
para a transic¸a˜o no modelo de Potts treˆs estados tridimensional. Ja´ para q = 8, a
transic¸a˜o F1-N esta´ na classe de universalidade Ising 3d. Pore´m, diferentemente do
caso bidimensional, na˜o ha´ a transic¸a˜o F1-F2. Desse modo, um ponto importante
seria obter a Fig. 6.1 tambe´m em treˆs dimenso˜es.
A transic¸a˜o F1-F0, para q = 8, mostrou ser problema´tica tanto para o caso bidi-
mensional quanto para o tridimensional, ale´m de algumas similaridades. Em duas
dimenso˜es, a helicidade aparentemente na˜o apresentou escalamento com o tamanho
que indica o salto caracter´ıstico da universalidade KT, sinalizando uma poss´ıvel
transic¸a˜o cont´ınua ao analisar os resultados para susceptibilidade. Ja´ para treˆs
dimenso˜es, a helicidade reescalada na˜o mostrou um ponto cr´ıtico onde seria inde-
pendente do tamanho, comportamento intr´ınseco de uma transic¸a˜o na classe XY3d.
Pore´m, outros observa´veis mostraram sinais de na˜o haver uma transic¸a˜o de fato.
Portanto, precisamos obter mais informac¸o˜es que ajudem no entendimento dessa
intrigante regia˜o do diagrama de fases, como simulac¸o˜es mais precisas e com redes
maiores, o que esta´, atual e infelizmente, ale´m de nossas capacidades.
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Fig. 6.2: Configurac¸a˜o dos spins para um estado fora do equil´ıbrio no modelo XY apo´s
um resfriamento vindo de T → ∞. A linha azul representa a fronteira dos
clusters.
Recentemente, a dinaˆmica fora do equil´ıbrio do modelo XY foi estudada [74,75],
com eˆnfase no comportamento do comprimento de correlac¸a˜o. Podemos estudar,
mesmo os spins assumindo valores cont´ınuos, problemas percolativos definindo, por
exemplo, os domı´nios como na Ref. [76]. Outro aspecto pouco explorado nesses
sistemas e´ a sua dinaˆmica fora do equil´ıbrio. Em analogia a estudos recentes sobre
os modelos de Ising [77–81] e Potts [82,83], pretendemos estudar como e´ a dinaˆmica
de crescimento de domı´nios no modelo XY generalizado. A pergunta interessante,
neste caso, e´ como os domı´nios crescem dentro das diferentes fases (e sobre as linhas
de transic¸a˜o) do sistema apo´s uma su´bita diminuic¸a˜o da temperatura. Na Fig. 6.2
ha´ a representac¸a˜o dos domı´nios (clusters geome´tricos) presentes para o modelo
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XY usual em T = 0 apo´s um resfriamento vindo de temperatura infinita (os deta-
lhes de como constru´ı-los encontram-se no apeˆndice A). Se pensarmos nas mesmas
condic¸o˜es, pore´m para o modelo de Ising bidimensional, os domı´nios sera˜o forma-
dos por spins com mesma orientac¸a˜o, onde a energia do sistema estara´ concentrada
nas interfaces que separam clusters com diferentes orientac¸o˜es e sera´ proporcional
aos seus per´ımetros. No modelo XY, por outro lado, o custo energe´tico reside nos
vo´rtices desacoplados, de modo que e´ interessante notar que as bordas dos domı´nios
sempre atravessam seus centros. Ale´m disso, a desordem causada pela proliferac¸a˜o
de vo´rtices aparenta prevenir a formac¸a˜o de um cluster percolante. Resultados de
equil´ıbrio (na˜o mostrados aqui) mostram que unicamente abaixo TKT a rede possui
um cluster percolante, sendo justamente onde as cargas topolo´gicas se aniquilam.
Portanto, queremos entender a evoluc¸a˜o temporal das propriedades dos domı´nios e
sua correlac¸a˜o com os defeitos topolo´gicos.
Apeˆndice A
Simulac¸a˜o
Nas simulac¸o˜es, os spins sa˜o dispostos nos s´ıtios de uma rede quadrada com condic¸o˜es
perio´dicas de contorno e as interac¸o˜es sa˜o apenas entre primeiros vizinhos. No
algoritmo de Swendsen-Wang [60], cada passo de Monte Carlo (MCS) corresponde
a` construc¸a˜o de todos os clusters de spins e na atualizac¸a˜o de cerca de metade deles.
No algoritmo de Wolff [59], por outro lado, um MCS consiste apenas na construc¸a˜o
e atualizac¸a˜o de um cluster. Todas medidas sa˜o tomadas apo´s o sistema chegar ao
estado de equil´ıbrio assinto´tico. Como condic¸a˜o inicial, dependendo da temperatura
a ser analisada, utilizamos os estados correspondentes a T → ∞ onde os spins sa˜o
orientados aleatoriamente ou T = 0 onde sa˜o todos paralelos. As me´dias foram
feitas tomando va´rias medidas para cada condic¸a˜o inicial, tanto resfriando como
aquecendo o sistema. Ale´m disso, esperamos tempo suficiente entre cada medida
para que o sistema se descorrelacionasse, de modo que podemos dizer que as amostras
sa˜o praticamente independentes. A seguir descreveremos os algoritmos de Single-
Flip, Wolff e Swendsen-Wang.
A.1 Algoritmo Single-flip
No algoritmo de Metropolis [41], um s´ıtio i e´ aleatoriamente escolhido e seu spin, si,
e´ trocado por um novo valor, tambe´m aleato´rio. A energia desta nova configurac¸a˜o,
Eν , e´ comparada com a energia da configurac¸a˜o original, Eµ (na pra´tica, so´ con-
tribuem os termos associados a`s interac¸o˜es entre os primeiros vizinhos do s´ıtio i).
Assim, a diferenc¸a de energia entre as duas configurac¸o˜es e´
∆E = Eν − Eµ. (A.1)
Quando ∆E < 0, a energia da nova configurac¸a˜o e´ menor que a anterior, portanto,
sera´ aceita, pois minimiza a energia do sistema. Quando ∆E > 0, existe a possibi-
lidade de aceita´-la com probabilidade
P = e−β∆E. (A.2)
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Percebemos que a probabilidade sera´ tanto menor quanto maior for a diferenc¸a de
energia entre as configurac¸o˜es. Um passo de Monte Carlo, nesse caso, corresponde
a N tentativas aleato´rias de atualizac¸a˜o dos spins da rede.
A.2 Algoritmos de cluster
A.2.1 Wolff
No algoritmo de Wolff [59], comec¸amos escolhendo aleatoriamente um s´ıtio semente
da rede com spin si, que sera´ o primeiro na construc¸a˜o do cluster. Em seguida,
geramos um vetor r aleato´rio. Como em nosso caso os spins sa˜o unita´rios, basta
escolher um aˆngulo randoˆmico α para que r fique definido. Enta˜o, fazemos uma
reflexa˜o de si em torno de r de acordo com
R(r)si = si − 2(si.r)r = s
′
i (A.3)
onde R(r) e´ o operador reflexa˜o. Do ponto de vista angular, isso corresponde a uma
rotac¸a˜o no aˆngulo do spin si tal que
θ′i = π + 2α− θi, (A.4)
tendo em vista que o novo aˆngulo gerado deve estar no intervalo [0, 2π). Enta˜o, apo´s
a reflexa˜o de si, ja´ deixando s
′
i = si, escolhemos um de seus primeiros vizinhos sj e
o adicionamos ao cluster com probabilidade dada por
P = 1− exp{min{0, β[si.(1−R)sj]}}, (A.5)
ou seja,
P = 1− exp{min{0, β[si.sj − si.s
′
j]}}, (A.6)
onde o min significa que estamos tomando sempre o valor negativo entre colchetes
ou zero quando ele for positivo. Olhando para a probabilidade vemos que
h = −si.sj (A.7)
h′ = −si.s
′
j , (A.8)
sendo h e h′ as energias nas conexo˜es ij quando, respectivamente, si interage com
sj ou Rsj = s
′
j para o modelo XY. Assim,
P = 1− exp{min{0, β[h′ − h]}}. (A.9)
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Portanto, percebemos que a probabilidade sera´ tanto maior quanto mais energeti-
camente favora´vel for flipar sj em torno de r. Este processo se repete para todos
os vizinhos de si e segue recursivamente ate´ na˜o haver mais s´ıtios a adicionar. Para
o Hamiltoniano do modelo XY generalizado, Eq (3.1), basta trocar a energia de
ligac¸a˜o h por
h = −∆cos(θi − θj)− (1−∆) cos(qθi − qθj) (A.10)
e
h′ = −∆cos(θi − θ
′
j)− (1−∆) cos(qθi − qθ
′
j) (A.11)
onde θj e θ
′
j sa˜o os aˆngulos dos spins sj e s
′
j, respectivamente.
A.2.2 Swendsen-Wang
No algoritmo desenvolvido por Swendsen and Wang [60], do qual o de Wolff e´ um
melhoramento, ao inve´s de construirmos apenas um cluster a partir de um s´ıtio
semente, todas as conexo˜es entre pares de s´ıtios sa˜o visitadas e todos os poss´ıveis
clusters sa˜o constru´ıdos de acordo com a regra A.9. Enta˜o, todos os spins presentes
em cada cluster sa˜o flipados de acordo com a Eq. A.3 com probabilidade 1/2.
No algoritmo de Wolff, ao sortearmos o s´ıtio semente, estamos automaticamente
escolhendo com maior probabilidade o maior cluster do sistema. Portanto, a desvan-
tagem do algoritmo de SW e´ a necessidade de construir todos os poss´ıveis clusters,
incluindo os menos relevantes para a dinaˆmica do sistema. Pore´m, a grande vanta-
gem e´ que podemos paraleliza´-lo e utiliza´-lo em GPUS. A primeira e a terceira parte
do algoritmo, que consistem na construc¸a˜o das conexo˜es e atualizac¸a˜o dos spins,
sa˜o facilmente paraleliza´veis. Para a parte de construc¸a˜o dos clusters (labeling) a
partir da informac¸a˜o de quais spins esta˜o conectados entre si, implementamos os
algoritmos desenvolvidos em [84] e, posteriormente, em [85]. Na Fig. A.1 pode-se
visualizar uma configurac¸a˜o de clusters para um estado fora do equil´ıbrio em T = 0.
Para criar sequeˆncias de nu´meros aleato´rios em CUDA, utilizamos um gerador ba-
seado no operador XOR (linear feedback shift register) desenvolvido na Ref. [86].
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Fig. A.1: Representac¸a˜o dos clusters para um estado fora do equil´ıbrio no modelo XY
apo´s um resfriamento vindo de T →∞.
Apeˆndice B
Vo´rtices
Em uma trajeto´ria fechada em um campo escalar θ(r) temos que∮
C
∇θ(r).dl = 2πk (B.1)
onde k = 0,±1,±2, ... e´ o ı´ndice (winding number). Se o caminho envolver um
vo´rtice (antivo´rtice), a soma resultara´ em 2π (−2π), caso contra´rio sera´ nula. Como
os spins esta˜o localizados nos ve´rtices da rede quadrada, a integral deve ser subs-
titu´ıda pela soma
Φ =
∑
C
φi = (θ2 − θ1) + (θ3 − θ2) + ...+ (θn − θn−1) + (θn+1 − θn) = 2πk, (B.2)
onde n e´ o nu´mero de spins que compo˜em o caminho fechado. Podemos interpretar
k como o nu´mero de voltas que os spins realizam ao completar a trajeto´ria.
θ2
θ3
 
θ2
θ3
a) b)
Fig. B.1: a) Configurac¸a˜o de um vo´rtice para n = 3. b) Uma formac¸a˜o que na˜o cumpre
a`s condic¸o˜es necessa´rias para ser vo´rtice, pois como θ1 = θn+1 = θ4 = 2pi, a
diferenc¸a sera´ θ4− θ3 > pi, mas na˜o podemos ter diferenc¸a de fase maior que pi,
logo deve-se tomar o valor θ4 − θ3 como θ4 − θ3 − 2pi, que e´ negativo e anulara´
(θ3 − θ2) + (θ2 − θ1), assim teremos Φ = 0.
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No estado desordenado, T → ∞, devido ao forte ru´ıdo te´rmico descorrelacio-
nando os spins, na˜o e´ poss´ıvel a formac¸a˜o espontaˆnea de vo´rtices. O valor finito
encontrado para densidade de vo´rtices nas Figs. B.3 e 2.3 e´ apenas um artif´ıcio da
discretizac¸a˜o da rede que usa apenas alguns s´ıtios na definic¸a˜o de ρv. Portanto, a
probabilidade de se obter um vo´rtice, nesse estado, e´ equivalente a sortearmos um
nu´mero aleato´rio para cada spin e verificar se as condic¸o˜es
∑
i φi = ±2π e |φi| < π
sa˜o cumpridas. Treˆs spins e´ o limite inferior para o nu´mero de spins necessa´rios para
se formar um vo´rtice, como mostrado na Fig. B.2. Fixando θ1 = 0 por simplicidade
(qualquer outro valor e´ totalmente equivalente), temos que
P3 =
1
(2π)2
∫ pi
0
dθ2
∫ θ2+pi
pi
dθ3 =
1
8
=
1
222!
onde θi e´ o estado de cada spin i. Para n = 4, ha´ duas possibilidades na formac¸a˜o
de um vo´rtice
Fig. B.2: Representac¸o˜es das Eqs. B.3(esquerda) e B.4(direita).
P
(1)
4 =
1
(2π)3
∫ pi
0
dθ2
∫ pi
θ2
dθ3
∫ θ3+pi
pi
dθ4 =
1
24
=
1
233!
.2 (B.3)
e
P
(2)
4 =
1
(2π)3
∫ pi
0
dθ2
∫ θ2+pi
pi
dθ3
∫ 2pi
θ2
dθ4 =
1
24
=
1
233!
.2, (B.4)
logo
P4 = 1/12. (B.5)
Em geral, ha´ n − 2 condic¸o˜es para cada circuito de n spins. Cada uma esta´
relacionada a quantos spins podemos colocar nos planos de 0 a π e de π ate´ 2π,
sempre atendendo-se ao fato de que nenhuma diferenc¸a de fase pode ser maior que
π. Para n = 5, temos que
84
P
(1)
5 =
1
(2π)4
∫ pi
0
dθ2
∫ pi
θ2
dθ3
∫ pi
θ3
dθ4
∫ θ4+pi
pi
dθ5 =
1
244!
3
P
(2)
5 =
1
(2π)4
∫ pi
0
dθ2
∫ pi
θ2
dθ3
∫ θ3+pi
pi
dθ4
∫ 2pi
θ4
dθ5 =
1
244!
5
P
(3)
5 =
1
(2π)4
∫ pi
0
dθ2
∫ θ2+pi
pi
dθ3
∫ 2pi
θ2
dθ4
∫ 2pi
θ4
dθ5 =
1
244!
3.
Para n = 6
P
(1)
6 =
1
(2π)5
∫ pi
0
dθ2
∫ pi
θ2
dθ3
∫ pi
θ3
dθ4
∫ pi
θ4
dθ5
∫ θ5+pi
pi
dθ6 =
1
255!
4
P
(2)
6 =
1
(2π)5
∫ pi
0
dθ2
∫ pi
θ2
dθ3
∫ pi
θ3
dθ4
∫ θ4+pi
pi
dθ5
∫ 2pi
θ5
dθ6 =
1
255!
9
P
(3)
6 =
1
(2π)5
∫ pi
0
dθ2
∫ pi
θ2
dθ3
∫ θ3+pi
pi
dθ4
∫ 2pi
θ4
dθ5
∫ 2pi
θ5
dθ6 =
1
255!
9
P
(4)
6 =
1
(2π)5
∫ pi
0
dθ2
∫ θ2+pi
pi
dθ3
∫ 2pi
θ3
dθ4
∫ 2pi
θ4
dθ5
∫ 2pi
θ5
dθ6 =
1
255!
4.
Repetindo as contas para n = 7, podemos montar um diagrama com os resultados
dos coeficientes de cada condic¸a˜o
n = 3: 1
n = 4: 2 2
n = 5: 3 5 3
n = 6: 4 9 9 4
n = 7: 5 14 19 14 5
Podemos facilmente verificar que a soma de cada linha do diagrama acima resulta
em 2n−1 − n. Enta˜o, podemos conjecturar uma fo´rmula geral
Pn =
2n−1 − n
2n−1(n− 1)!
=
1
(n− 1)!
(
1−
n
2n−1
)
, (B.6)
a qual verificamos numericamente ate´ n = 12 gerando aˆngulos aleato´rios. Na
Fig. B.3 pode ser visto como as densidades de vo´rtices para diferentes trajeto´rias na
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rede quadrada convergem no limite de altas temperaturas para os valores fornecidos
pela Eq. B.6. Embora seja dif´ıcil visualizar em escala logar´ıtmica, a` medida que n
aumenta, a temperatura onde ocorre o ma´ximo em ρv se aproxima de TKT.
Para medirmos a densidade de vo´rtices fraciona´rios, basta generalizarmos a
Eq. B.2 para
Φ = 2πk/q. (B.7)
Podemos verifica´-la facilmente ao olhar para a Fig. 3.2, onde a soma das diferenc¸as
de fase dos spins que englobam um semivo´rtice resulta em π.
-7
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Fig. B.3: Densidade de vo´rtices em func¸a˜o da temperatura no modelo XY usual para
diferentes trajeto´rias de n spins. As linhas horizontais referem-se a`s probabi-
lidades de encontrar um vo´rtice/antivo´rtice ao acaso fornecida pela Eq. B.6 e
a linha vertical a` TKT. Os dados foram obtidos utilizando-se L = 128, pore´m
na˜o ha´ diferenc¸a entre diferentes tamanhos.
Apeˆndice C
Derivac¸a˜o da helicidade
Para derivar a Eq. (2.11), partimos da energia livre do sistema perturbado pela
torc¸a˜o δx na direc¸a˜o xˆ
F (δx, β) = −
1
β
lnZ(δx, β) (C.1)
onde Z(δx, β) e´ a func¸a˜o de partic¸a˜o. Assim
Z = Tr e−βH =
∏
k
∫
dθk
2π
e−β
∑
〈ij〉 Uij(θi−θj−rij .xˆδx/L), (C.2)
onde o trac¸o e´ sobre θk e Uij(θi − θj − rij .xˆδx/L) e´ o potencial de interac¸a˜o entre
dois spins acrescido da torc¸a˜o. Derivando a energia livre em relac¸a˜o a δx
∂F
∂δx
= −
1
βZ
∂Z
∂δx
= 0, (C.3)
pois assumimos que o modelo e´ isotro´pico e F (δx, β) = F (−δx, β), logo termos
ı´mpares sera˜o nulos. Disso decorre que ∂Z/∂δx = 0. Derivando outra vez
−β
∂2F
∂δ2x
= −
(
1
Z
∂Z
∂δx
)2
+
1
Z
∂2Z
∂δ2x
=
1
Z
∂2Z
∂δ2x
. (C.4)
Derivando a func¸a˜o de partic¸a˜o
∂Z
∂δx
=
∏
k
∫
dθk
2π

−β
∑
〈ij〉x
∂Uij
∂δx
e−β
∑
〈ij〉 Uij

 , (C.5)
e outra vez
∂2Z
∂δ2x
=
∏
k
∫
dθk
2π

−β

∑
〈ij〉x
∂2Uij
∂δ2x
− β

∑
〈ij〉x
∂Uij
∂δx


2
 e−β∑〈ij〉 Uij

 . (C.6)
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onde 〈ij〉x significa que a soma e´ feita somente entre vizinhos na direc¸a˜o xˆ. Notando
que
∂U
∂δx
∣∣∣∣∣
δx=0
= −
1
L
∂U(φ)
∂φ
e
∂2U
∂δ2x
∣∣∣∣∣
δx=0
=
1
L2
∂2U(φ)
∂φ2
, (C.7)
assim, cancelando −β em ambos os lados, temos
∂2F
∂δ2x
∣∣∣∣
δx=0
=
1
Z
∏
k
∫
dθk
2π



 1
L2
∑
〈ij〉x
∂2Uij
∂φ2
− β

 1
L
∑
〈ij〉x
∂Uij
∂φ


2
 e−β∑〈ij〉 Uij

 ,
e, portanto
〈Υ〉 =
1
L2
〈∑
〈ij〉x
∂2Uij
∂φ2
〉
−
β
L
〈∑
〈ij〉x
∂Uij
∂φ


2〉
. (C.8)
Para chegarmos a` expressa˜o (2.12), para helicidade de quarta ordem, comec¸amos
derivando a Eq. (C.4)
−β
∂3F
∂δ3x
=
2
Z3
(
∂Z
∂δx
)3
−
3
Z2
∂Z
∂δx
∂2Z
∂δ2x
+
1
Z
∂3Z
∂δ3x
, (C.9)
e outra vez
−β
∂4F
∂δ4x
= −
6
Z4
(
∂Z
∂δx
)4
+
12
Z3
(
∂Z
∂δx
)2
∂2Z
∂δ2x
−
3
Z2
(
∂2Z
∂δ2x
)2
(C.10)
−
4
Z2
∂Z
∂δx
∂3Z
∂δ3x
+
1
Z
∂4Z
∂δ4x
. (C.11)
Eliminando todos os termos proporcionais a ∂Z/∂δx nos sobra
−β
∂4F
∂δ4x
= −
3
Z2
(
∂2Z
∂δ2x
)2
+
1
Z
∂4Z
∂δ4x
, (C.12)
onde identificamos o primeiro termo apo´s a igualdade como−3β2〈Υ〉2. Por economia
de notac¸a˜o e´ conveniente definir, para calcular ∂4Z/∂δ4x, que
v ≡
∑
〈ij〉x
Uij . (C.13)
Derivando a Eq. (C.6), temos
∂3Z
∂δ3x
=
∏
k
∫
dθk
2π
{
−β
[
v′′′ − 3βv′′v′ + β2(v′)3)
]
e−β
∑
〈ij〉 Uij
}
, (C.14)
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novamente
∂4Z
∂δ4x
=
∏
k
∫
dθk
2π
{
−β
[
v(4) − 4βv′′′v′ − 3β
(
(v′′)2 − 2βv′′(v′)2
)
− β3(v′)4
]
e−β
∑
〈ij〉 Uij
}
.
(C.15)
onde as aspas significam a derivada em relac¸a˜o a δx. Completando o quadrado dos
termos entre pareˆnteses obtemos
∂4Z
∂δ4x
=
∏
k
∫
dθk
2π
{
−β
[
v(4) − 4βv′′′v′ − 3β
(
v′′ − β(v′)2
)2
+ 2β3(v′)4
]
e−β
∑
〈ij〉 Uij
}
(C.16)
onde percebemos que o termo v′′ − β(v′)2 e´ a helicidade Υ. De maneira ana´loga a`
anterior
∂3U
∂δ3x
∣∣∣∣∣
δx=0
= −
1
L3
∂3U
∂φ3
e
∂4U
∂δ4x
∣∣∣∣∣
δx=0
=
1
L4
∂4U
∂φ4
(C.17)
que pode ser reduzido a
v′′′ =
1
L3
∑
〈ij〉x
∂3U
∂φ3
=
1
L
∂2s
∂φ2
e v(4) =
1
L4
∑
〈ij〉x
∂4U
∂φ4
=
1
L2
∂2e
∂φ2
. (C.18)
Enta˜o, juntando os termos das Eqs. (C.12) e (C.16), obtemos
〈Υ4〉 =
1
L2
〈
∂2e
∂φ2
〉
−
4β
L
〈
∂2s
∂φ2
s
〉
− 3β
(
〈Υ2〉 − 〈Υ〉2
)
+ 2β3L4〈s4〉 (C.19)
Na Eq. (2.8), dissemos que os termos ı´mpares sa˜o nulos devido ao fato do sistema
ser isotro´pico. Podemos identificar a primeira derivada da energia livre como(
1
Z
∂Z
∂δx
)2
∝ 〈s〉2 (C.20)
onde
〈s〉 =
1
L2
〈∑
〈ij〉x
[∆ sin(θi − θj) + q(1−∆) sin(qθi − qθj)]
〉
, (C.21)
e esta´ relacionado ao fluxo de correlac¸a˜o. Verificamos nas simulac¸o˜es que, de fato,
〈s〉 ≃ 0.
Para obtermos as Eqs. (2.15) e (2.12), para o modelo XY normal, basta colocar-
mos ∆ = 1 nas Eqs. (4.3) e (4.4), assim
e =
1
L2
∑
〈ij〉x
cos(θi − θj) e s =
1
L2
∑
〈ij〉x
sin(θi − θj). (C.22)
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Utilizando a Eq. (2.11), temos
〈Υ〉 =
1
L2
〈∑
〈ij〉x
cos(θi − θj)
〉
−
β
L2
〈∑
〈ij〉x
sin(θi − θj)


2〉
, (C.23)
que pode ser reescrita como
〈Υ〉 = −
1
2
〈u〉 −
β
L2
〈∑
〈ij〉x
sin(θi − θj)


2〉
, (C.24)
pois, de acordo com o Hamiltoniano Eq. (2.1), 〈e〉 = −〈u〉/2, sendo o fator 1/2
devido a` soma apenas em uma direc¸a˜o. Para encontrarmos 〈Υ4〉, notamos que
e′′ = −e e s′′ = −s (C.25)
a partir do que
〈Υ4〉 = −
1
L2
〈e〉+ 4β〈s2〉 − 3β
[
〈Υ2〉 − 〈Υ〉2
]
+ 2β3L4〈s4〉, (C.26)
que pode ser reescrita como
〈L2Υ4〉 = −4〈Υ〉+ 3
[
〈e〉 −
L2
T
(
〈Υ2〉 − 〈Υ〉2
)]
+ 2
L6
T 3
〈s4〉 (C.27)
onde recuperamos, portanto, a expressa˜o obtida por Minnhagen e Kim [44].
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